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Vorwort zur ersten Auflage. 



Die MaxweUsche Theorie des elektromagnetischen Feldes, in 
welche der erste Band dieses Werkes einführt, bildet gewissermaßen 
das erste Stockwerk der modernen Theorie der Elektrizität. Kaum 
hatten die Physiker sich hier eingerichtet, als eine Fülle neuer Er- 
scheinungen auf sie einstürmte und eine Weiterführung des Baues 
erheischte. Das zweite Stockwerk des Gebäudes der Elektrizitäts- 
lehre, die Elektronentheorie, nimmt diese meist als elektromagnetische 
Strahlung sich kundgebenden Erscheinungen auf. Auf Maxwellschen 
Vorstellungen bauend, betrachtet die Elektronentheorie den Raum 
als ein physikalisches Kontinuum, welches die elektroma- 
gnetischen Wirkungen überträgt. Ausgangsstellen und Angriflfsstellen 
dieser Wirkungen liegen in der Elektrizität. Diese soll aus unteilbaren 
Elementarquanten, „Elektronen“ genannt, zusammengesetzt sein. 
Jeder elektrische Strom wird als Konvektionssti'om bewegter Elek- 
tronen aufgefaßt. Die Kathodenstrahlen werden gedeutet als ein 
solcher Konvektionsstrom negativer Elektronen, die mit großer Ge- 
schwindigkeit einander parallel sich bewegen; dieser „Konvektions- 
strahlung“ tritt die „Wellenstrahlung“ gegenüber, die durch 
Schwingungen eben dieser Teilchen erregt sein soll. Der Theorie 
beider Arten elektromagnetischer Strahlung ist der vorliegende zweite 
Band der „Theorie der Elektrizität“ gewidmet. 

Der erste Abschnitt beginnt mit der Darlegung der physikalischen 
imd mathematischen Grundlagen der Elekti-onentheorie. Es werden 
die Tatsachen aufgeführt, welche die Annahme einer atomistischen 
Struktur der Elektrizität nahe legen. Aus den Grundgleichungen 
der Elektronentheorie wird der Begrifl der „elektromagnetischen Be- 
wegungsgröße“ abgeleitet, welcher für die elektromagnetische Mechanik 
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überhaupt, sowohl für die Mechanik der Elektronen wie auch für 
die Theorie des Strahlungsdruckes von fundamentaler Bedeutung ist. 
Es werden ferner allgemeine Lösungen der Grundgleichungen gegeben, 
mit Hilfe der „elektromagnetischen Potentiale“, die als Verall- 
gemeinerungen des .skalaren Potentiales elektrostatischer Felder, bzw. 
des Vektorpotentiales stationärer magnetischer Felder anzusehen sind; 
jene Lösungen, auf welche wir weiterhin oft zurückgreifen, können 
auch durch einen einzigen Vektor zusammengefaßt werden, der von 
uns als „Hertzscher Vektor“ bezeichnet wird. 

Sodann folgt im zweiten Kapitel die Theorie einer beliebig 
bewegten Punktladung. Das schwingende negative Elektron bildet 
das einfachste, durch das Zeemansche Phänomen in vielen Fällen 
als naturgetreu bestätigte Modell einer Lichtquelle; was die entsandte 
Wellenstrahlung anbelangt, kann das Elektron in den meisten Fällen 
durch eine Punktladung ersetzt werden. So sind denn die Ent- 
wickelungen dieses Kapitels auch für die Dynamik des Elektrons 
von Interesse, um so mehr, als sie unabhängig von jeder Hypothesß 
über die Gestalt des Elektrons sind. 

Um die Mechanik des Elektrons vollständig zu entwickeln, be- 
darf es allerdings einer besonderen Annahme über dessen Form. 
Ich habe an der Annahme eines starren kugelförmigen Elektrons fest- 
gehalten, die ich der rein elektromagnetischen Theorie der Kathoden- 
und Radiumstrahlen zugrunde gelegt hatte. Mir scheint nichts vor- 
zuliegen, was dazu nötigen könnte, diese Grundhypothese fallen zu 
lassen. Immerhin habe ich auch den abw^eichenden Auffassungen von 
H. A. Lorentz in diesem Buche Rechnung getragen. Die wertvollen, 
aus dem Bereiche der beobachtbaren quasistationären Bewegung 
herausführenden Untersuchungen von P. Hertz und A. Sommerfeld, 
welche gleichfalls auf der Voraussetzung des starren kugelförmigen 
Elektrons fußen, sind in die hier gegebene Darstellung der Dynamik 
des Elektrons eingearbeitet worden. 

Der zweite Abschnitt beschäftigt sich mit den elektromagne- 
tischen Vorgängen in wägbaren Körpern. Die Hauptgleichungen 
der Elektrodynamik, welche die beobachtbaren elektromagnetischen 
Vektoren miteinander verknüpfen, ergeben sich nach H. A. Lorentz 
dur.chMittelwertsbildung aus den für dieFelder dereinzelnenElektronen 
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geltenden Gleichungen. Für ruhende Körper erhält man auf diese 
Weise die Hauptgleichungen der Maxwellschen Theorie; für bewegte 
Körper aber folgen die Lorentzschen Gleichungen, welche von denen 
der Hertzschen Elektrodynamik bewegter Körper verschieden sind, 
und mit der Erfahrung in besserer Übereinstimmung sich befinden. 
Daß die elektromagnetischen und die optischen Eigenschaften die- 
lektrischer Körper durch die Anwesenheit von „Polarisations- 
elektronen“ befriedigend erklärt werden, wird insbesondere für 
die magnetische Drehung der Polarisationsebene und die Dispersion 
der Körper gezeigt. Die metallische Leitung wird mit P. Drude auf 
frei bewegliche „Leitungselektronen“ zurückgeführt, die in regel- 
loser Wärmehewegung begriffen sind. 

Im zweiten Abschnitt sind auch einige Probleme behandelt worden, 
welche mit der atomistischen Hypothese nur lose Zusammenhängen. 
Man findet hier Sätze abgeleitet, welche die Strahlung bestimmen, 
die von hochfrequenten Strömen in linearen Leitern entsandt wird; 
insbesondere die Anwendung dieser Sätze auf Sendeantennen ist für 
die drahtlose Telegraphie von Interesse. Ich bin allerdings auf 
diese Probleme nicht so ausführlich eingegangen, wie ich ursprünglich 
beabsichtigte, sondern habe mich mit der Darlegung desjenigen begnügt, 
was zur Beurteilung der bei der drahtlosen Telegraphie stattfindenden 
Vorgänge unentbehrlich ist. 

Auf den Gesetzen der Lichtfortpflanzung im Raume und auf den 
fundamentalen Sätzen der elektromagnetischen Mechanik beruht die 
gegebene Lösung des Problems der Reflexion des Lichtes durch einen 
bewegten Spiegel. Diese Lösung ist aufs engste verknüpft mit dem 
thermodynamischen Gesetze der strahlenden Wärme, das 
von so hervorragender praktischer und theoretischer Bedeutung ge- 
worden ist. Aus der experimentellen Bestätigung dieses Gesetzes dürfen 
wir schließen, daß die Prinzipien der elektromagnetischen Mechanik, 
auf welche unser Beweis sieh stützt, der Wirklichkeit entsprechen. 

Schwierigkeiten erwachsen der Elektronentheorie durch das 
negative Ergebnis aller bisherigen Versuche, die auf eine Entdeckung 
des Einflusses der Erdbewegung auf das Licht irdischer Lichtquellen 
hinzielen. Zu diesen Fragen nehmen wir in den letzten Paragraphen 
Stellung. 
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Heirn Dr. P. Hertz bin ich fiir seine Mitarbeit an dem Register, 
welches beide Bande der „Theorie der Elektrizität“ umfaßt, zu Dank 
verpflichtet und nicht minder Herrn Dr. G. Rümelin für seine 
Hilfe beim Lesen der Korrekturen des zweiten Bandes. 

Die Theorie der Elektrizität scheint jetzt in das Stadium einer 
ruhigeren Entwickelung eingetreten zu sein. Es scheint der Zeitpunkt 
gekommen, wo man Halt machen und auf das Erreichte zurückschauen 
darf. Einem solchen Rückblick ist das vorliegende Werk gewidmet. 
Es will über die Grundlagen der Theorie Klarheit verbreiten und so 
den weiteren Fortschritt vorbereiten. Mag es dies Ziel nicht verfehlen! 

Wiesbaden, im März 1905. 

M. Abraham. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



In den drei Jahren, die seit dem Erscheinen der ersten Auflage 
dieses Bandes verstrichen sind, ist durch die experimentelle Forschung 
unsere Kenntnis von den verschiedenen Arten elektromagnetischer 
Strahlung bereichert worden. Zwar scheint das einfache BUd, durch 
welches die Elektronen theorie in ihrer ursprünglichen Form die Ver- 
knüpfung von Materie und Elektrizität darstellt, die Mannigfaltigkeit 
der Erscheinungswelt nicht immer naturgetreu wiederzugeben; doch 
hat diese Theorie sich im großen und ganzen als zuverlässiger Führer 
erwiesen. So sind wesentliche Änderungen in der Auflage des Bandes 
nicht notwendig gewesen. 

Einen Fortschritt hat die Theorie der strahlenden Wärme zu 
verzeichnen; es ist das Problem der Dynamik des Hohlraumes, 
welches von F. Hasenöhrl aufgeworfen worden war, durch den zu 
früh verstorbenen K. v. MosengeU auf Grund der Gesetze der Licht- 
flexion am bewegten Spiegel gelöst worden. Hierauf sowie auf die 
anschließenden Untersuchungen von M. Planck über die Thermo- 
dynamik eines bewegten, strahlungserfüllten Hohlraumes gehen wir 
im § 44 ein. 
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Die bereits in der ersten Auflage angedeuteten Schwierigkeiten, 
das Fehlen eines Einflusses der Erdbewegung auf irdische Vorgänge 
vom Standpunkte der Elektrodynamik aus zu deuten, sind in den 
letzten Jahren zum Gegenstände zahlreicher theoretischer Abhandlungen 
gemacht worden. Obwohl dieLorentzschenFeldgleichungen die absolute 
Geschwindigkeit der Elektronen enthalten, hat man versucht, sie 
mit dem „Postulat der Relativität“, welches einen Einfluß einer 
gleichförmigen Translationsbewegung auf die Vorgänge in einem ab- 
geschlossenen Systeme ausschließt, zu vereinbaren, wobei von der 
Freiheit der Hypothesen- und Definitions-Bildung oft ein recht weit- 
gehender Gebrauch gemacht wiurde. Diesem Seitensproß der Theorie 
von H. A. Lorentz sind die letzten sechs Paragraphen des Bandes ge- 
widmet. Es ergibt sich, daß die Einfllhrung des Relativitätspostulats — 
wenigstens in der Dynamik des Elektrons — zu ungelösten Wider- 
sprüchen führt, wofern man an der elektromagnetischen Deutung, die 
doch allen diesen Entwickelungen zugrunde liegt, festhält (§ 49). 
Auf demGebiete der elektromagnetischen Vorgänge in wägbaren Körpern 
dagegen, dem ja die zu deutenden negativen Versuchsergebnisse an- 
gehören, wird durch die Grundgleichungen von H. Minkowski (§§ 38, 
50) dem Relativitätspostulate genügt; hier mündet die Elektronen- 
theorie in eine mehr phänomenologische Darstellungsweise aus, welche 
mit der schon früher von E. Cohn gegebenen in mancher Hinsicht 
verwandt ist. 

In der neuen Auflage sind die Zitate meist durch Ziffern ersetzt, 
welche auf das am Schlüsse beigefügte Literaturregister verweisen. 

Herrn Dr. C. H. Müller bin ich für seine freundliche Unter- 
stützung bei der Korrektur zu Dank verpflichtet. 

Grindelwald, im Juli 1908. 

M. Abraham. 
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Erster Abschnitt. 

Das Feld und die Bewegung der einzelnen Elektronen. 



Erstes Kapitel. 

Die physikalischen und mathematischen Grnndlagen 
der Elektronentheorie. 

§ 1. Das elektrische Elementarquantom. 

Wir erwähnten bereits im ersten Bande dieses Werkes 
(S. 195), daß die bei der Elektrolyse stattfindenden Vor^nge 
die Einfübrnng atomistiscber Yorstellangen in die Elektrizitäts- 
lebre nabelegen. Den von Faraday entdeckten Gesetzen ge- 
mäß scheidet ein gegebener Strom in verschiedenen Elektro- 
lyten chemisch äquivalente und der Stromstärke proportionale 
Mengen wägbarer Materie an den Elektroden ab. Schreibt 
man der Materie eine atomistiscbe Konstitution zu, so liegt 
es nabe, auch die Elektrizität aus unteilbaren positiven 
und negativen Elementarquanten zusammengesetzt zu denken. 
An jeder Valenz eines elektrolytischen Ions würde ein solches 
Elementarquantum haften Die sogenannte Faradaysche Kon- 
stante — die von einem Gramm Wasserstoff transportierte 
Elektrizitätsmenge — gibt nach dieser Auffassung den Quoti- 
enten aus Ladung e und Masse mu eines Wasserstoffions am 
Messen wir e in absoluten elektrostatischen Einheiten, so er- 
halten wir 

(1) -- = 9660-3-10‘<'=2,90-10«. 

nijj 

Diese Beziehung verknüpft das elektrische Elementar- 
quantum e mit dem Atomgewichte mu des Wasserstoffes. 

Abraham, Theorie der Elektrizität. U, 2. Auä. 1 
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2 Erster Abschnitt. Feld und Bewegung einzelner Elektronen. § 1. 

Die Annahme von Atomen der Elektrizität wird notwendig, 
sobald man die wägbare Materie als atomistisch konstituiert 
betrachtet. Wenn nun auch die Atomistik in der Physik der 
Materie als wertvolle Arbeitshypothese sich erwiesen hat, so 
steht doch mancher Forscher auch heute noch auf dem Stand- 
punkte, daß für die Materie die Atom- und Molekularhypothcse 
nicht sicher genug begründet sei, um das Lehrgebäude der 
Chemie und Physik auf ihr aufzubauen. Ein solcher Forscher 
wird sich durch die Tatsachen der Elektrizitätsleitung in Elektro- 
lyten nicht gezwungen finden, die reale E.xistenz eines elek- 
trischen Elementarquantums zuzugeben. 

Nun hat aber im letzten Jahrzehnt die atomistische Hypo- 
these auf dem Gebiete der Elektrizitätslebre eine neue Stütze 
erhalten durch die Forschungen, die über die Elektrizitäts- 
leitung der Gase angestellt worden sind. Während die Gase, 
im Gegensatz zu den Metallen und den Elektrolyten, in ihrem 
normalen Zustande Nichtleiter oder wenigstens sehr schlechte 
Leiter sind, k ann ihnen durch äußere Einwirkungen — z. B. 
durch Kathodenstrahlen, durch Höntgenstrahlen oder durch 
die Strahlung der radioaktiven Körper — eine abnorm große 
Leitfähigkeit gegeben werden. Diese Leitfähigkeit führt 
man darauf zurück, daß durch Einwirkung jener Strahlungen 
im Gase elektrisch geladene Teilchen entstehen, welche nun 
im elektrischen Felde wandern. Diese positiven und negativen 
Teilchen bezeichnet man, unter Beibehaltung des in der Elektro- 
lyse gebräuchlichen Wortes, als Ionen. Indessen hat man es 
bei diesen Gasionen nicht, wie etwa bei einwertigen elektro- 
lytischen Ionen, mit Verbindungen des elektrischen Elementar- 
quantums mit Bestandteilen nur eines Moleküles zu tun; es 
scheinen sich vielmehr in einem Gase dem elektrischen Kerne 
neutrale Moleküle iu wechselnder, von Temperatur und Druck 
des Gases abhängiger Anzahl anzulagern. 

Der Mechanismus dieser Anlagerung wird verständlich, 
wenn man auf Grund der Vorstellungen der kinetischen Gas- 
theorie die Wechselwirkungen der elektrischen Kerne mit den 
neutralen Gasmolekülen betrachtet und das unter dem Ein- 
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§ 1. Entes Kapitel. 6rondlagen der Elektronentheorie. 3 

fluß dieser Wechsel Wirkungen sich herstellende dynamische Gleich- 
gewicht untersucht. Da ein ausführliches Eingehen auf diese 
Dinge uns von dem eigentlichen Gegenstände dieses Werkes 
zu weit abführen würde, so sei der Leser auf die sehr lehr- 
reiche Abhandlung von P. Langevin*^) hingewiesen; dieselbe 
enthält auch eine Übersicht über die Eigenschaften ionisierter 
Gase, deren Kenntnis man hauptsächlich den Forschungen der 
Cambridger Schule verdankt. 

Die Existenz diskreter elektrischer Teilchen in einem 
Gase, welches der Durchstrahlung mit Röntgenstrahlen, mit 
Kathodenstrahlen oder Radiumstrahlen ausgesetzt war, wird 
nun durch eine bemerkenswerte Eigenschaft eines solchen 
Gases bewiesen: Wird es mit Wasserdampf gemischt und der 
letztere, etwa durch plötzliche Expansion, in den Zustand der 
Übersättigung gebracht, so findet eine Kondensation des 
Wasserdampfes statt, es bildet sich eine aus kleinen Tröpfchen 
bestehende Wolke; und zwar findet dieses bei einem Grade 
der Übersättigung statt, bei dem ohne vorherige Durchstrahlung 
des Gases eine Kondensation des Wasserdampfes nicht erfolgt 
wäre. Da die Eigenschaft, den Wasserdampf zu kondensieren, 
der durch die Durchstrahlung dem Gase erteilten Leitfähigkeit 
parallel geht, so liegt es nahe, den Gasionen die Rolle von 
Kondensationskernen zuzuschreiben Trifft das zu, so macht 
die Bildung von Wassertröpfchen um die Gasionen als Kerne 
die Gasionen der unmittelbaren Beobachtung und der Abzählung 
zu^nglich. 

Auf der Beobachtung derartiger Wolken von Wasser- 
tröpfchen fußen die Bestimmungen der Ladung eines Gasions, 
die von J. S. Townsend ' *), J. J. Thomson^®) und H. A. Wilson®®) 
ausgeführt worden sind. Die Masse des einzelnen Tröpfchens 
kann aus der Fallgeschwindigkeit der Wolke berechnet werden. 
Nach G. G. Stokes ist die Geschwindigkeit, mit der eine kleine 
Kugel vom Radius a unter dem Einfluß der Schwerkraft fällt, 
durch die Formel gegeben 

2 a’ 

1 * 
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4 Erster Abschnitt. Feld und Bewegung einzelner Elektronen. § 1, 

wo g die Beschleunigung der Schwere, ^ den Reibungs- 
koeffizienten des Grases Yorstellt. Aus dieser Gleichung ist der 
Radius und somit die Masse m der Tröpfchen zu bestimmen. 

Die Geschwindigkeit eines jeden Tröpfchens ist proportional 
der auf dasselbe wirkenden Kraft; wirkt nur die Schwere, so 
beträgt die Kraft mg. Wird aber ein elektrisches Feld @ erregt, 
so ist der Schwerkraft mg die Kraft e@ hinzuzufügen, die das 
Feld auf das geladene Tröpfchen ansübt. Diese Kraft wirkt, 
wenn 6 vertikal nach unten gerichtet ist, im Sinne der Schwer- 
kraft oder im entgegengesetzten, je nachdem es sich um die 
positiven oder um die negativen Tröpfchen handelt. Die Fall- 
geschwindigkeit wird dadurch geändert, im Verhältnis 

F »»^ + ej®| 

V mg 

Durch Beobachtung der Fallgeschwindigkeit, zuerst unter dem 
Einfluß der Schwerkraft allein, dann unter Mitwirkung eines 
vertikalen elektrischen Feldes, kaim somit die Ladung e des 
einzelnen Tröpfchens ermittelt werden. Auf diesem Wege fand 
H. A. Wilson für e als mittleren Wert 3,1 • 10~^® elektro- 
statische Einheiten. Dieses Ergebnis ist in guter Überein- 
stimmung mit den letzten Resultaten J. J. Thomsons. 

Enthält nun ein Tröpfchen nur ein einziges Ion, so ist 
durch diese Zahl die Ladung eines Gasions gegeben. A priori 
wäre es allerdings denkbar, daß einzelne Tröpfchen mehrere 
Ionen enthielten, doch ist dieses angesichts der gleichen Be- 
schaffenheit aller Tröpfchen höchst unwahrscheinlich. Es be- 
trägt hiernach die Ladung eines Gasions rund 

(2) e = 3-10-1® 

elektrostatische Einheiten. 

Durch sinnreiche Versuche, die J. S. Townsend®*) über die 
Wanderungsgeschwindigkeit und die Diffusion der Gasionen 
angestellt hat, ist ferner bewiesen, daß die Ladung der Gasionen 
in allen Fällen gleich der Ladung eines einwertigen elektro- 
lytischen Ions ist. Dieses Ergebnis macht es höchst wahr- 
scheinlich, daß die elektrische Ladung der Teilchen, deren 
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§ 2. Erstes Kapitel. Grundlagen der Elektronentheorie. 5 

Existenz jene Kondensationsphänomene enthüllen, mit dem 
elektrischen Elementarqnantum identisch ist. 

Setzen wir den Zahlwert (2), der nach Townsend gleich- 
zeitig die Ladung eines Wasserstoffions angibt, in (1) ein, so 
erhalten wir als Masse eines Wasserstoffatoms: 

(2 a) »ij= 10 Gramm. 

Ist N die sogenannte Loschmidtsche Zahl, d. h. die Zahl 
der Moleküle, die sich bei normaler Temperatur und normalem 
Druck in dem Kubikzentimeter eines Gases befinden, so ist 
2ms’N gleich der Dichte des Wasserstoffes (0,8961 • 10 ~^). 
Man erhält demnach für die Loschmidtsche Zahl 

(2 b) W=4,5.10« 

einen Zahlwert, der mit den besten Bestimmungen aus gas- 
theoretischen Daten gut übereinstimmt und wohl als die ge- 
naueste vorliegende Bestimmung dieser für die Molekulartheorie 
fundamentalen Zahl anzusehen ist 

Wir finden also, daß die verschiedensten Eigenschaften 
der Materie und der Elektrizität zu denselben Werten der 
fundamentalen Konstanten der Atomistik führen. Es bestätigen 
sich in befriedigender Weise die Grundvorstellungen der ato- 
mistischen Hypothese. Wir werden daher in dem vorliegenden 
zweiten Bande der „Theorie der Elektrizität“ die Elektrizität 
als aus kleinsten elektrischen Elementarqnanten bestehend an- 
nehmen. 

§ 2. Die Eathodenstrahlen. 

Schickt man den elektrischen Strom durch eine stark 
evakuierte Glasröhre, so zeigen die Wände der Röhre eine 
eigentümliche grüne Fluoreszenz. Die experimentelle Unter- 
suchung dieser Erscheinung, die zuerst von J. Plücker, W. Hittorf 
und E. Goldstein unternommen wurde, hat zu der Erkenntnis 
geführt, daß man es hier mit einer Art von Strahlen zu tun 
hat, die von der Kathode ausgehen; sie wurden demgemäß von 
dem letztgenannten Forscher als „Kathodenstrahlen“ be- 
zeichnet. Über die Natur dieser Strahlen wurden zwei ver- 
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6 Erster Abschnitt. Feld nnd Bewegung einzelner Elektronen. § 2 

Bchiedene Hypothesen aufgestellt, die man als „Emissions- 
hypothese“ und „Undulationshypothese“ unterscheiden 
kann. Die Emissionshypothese, die hauptsächlich in England, 
durch W. Crookes und A. Schuster, entwickelt wurde, be- 
trachtete die Kathodenstrahlen als negativ geladene Gasmole- 
kille, die von der Böithode abgestoßen und in die Röhre hinein 
geschleudert werden. Manche Tatsachen, insbesondere die 
magnetische Ablenkharkeit der Strahlen, fügten sich un- 
gezwungen dieser Erklärung. In Deutschland verhielt man 
sich dieser Erklärung gegenüber dennoch ablehnend; man hielt 
die Kathodenstrahlen für eine viel feinere, dem Lichte ähnliche 
Erscheinung. Diesen Standpunkt vertrat auch Heinrich Hertz, 
der zuerst fand, daß die Kathodenstrahlen durch dünne Metall- 
blättcheu hindurchdringen. Er sah die magnetische Ablenkung 
der Kathodenstrahlen als einen der magnetischen Drehung der 
Polarisationsebene des Lichtes analogen Vorgang an nnd hatte 
wohl ursprünglich eine Undulationstheorie im Sinne, welche 
die Kathodenstrahlen als longitudinale elektromagnetische 
Wellen deutete; zeigten doch die theoretischen Untersuchungen 
von Helmholtz, daß die Femwirkungstheorie der Elektro- 
dynamik solche longitudinalen Wellen zuließ. Nachdem aber 
durch Hertz selbst die Maxwellschen Vorstellungen zum Siege 
geführt waren, blieb für longitudinale Wellen kein Platz mehr. 
So hat denn die Undulationstheorie der Kathodenstrahlen nie- 
mals eine greifbare Gestalt angenommen. 

Jene Entdeckung von Heinrich Hertz wurde der Aus- 
gangspunkt für die rasche Entwickelung, welche die Theorie 
der Kathodenstrahlen in neuerer Zeit erfahren hat. Auf ihr 
fußten die Arbeiten von Ph. Lenard, welcher die Fortpflanzung 
der Kathodenstrahlen außerhalb der Entladungsrohre verfolgte 
und höchst bemerkenswerte Beziehungen der Absorption der 
Strahlen zur Dichte der durchstrahlten Substanz feststellte. Die 
Untersuchungen Lenards wiederum gaben den Anstoß zur Ent- 
deckung W. 0. Röntgens, daß die Glaswand beim AuftrefFen der 
Kathodenstrahlen eine neue, von ihm als X-Strahlen be- 
zei ebnete Strahlenart aussendet. 
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§ 2. Erstes EapiteL Grundlagen der Elektronentheorie. 7 

Durch die Röntgensche Entdeckung wnrde eine Reihe von 
Physikern zur quantitativen Untersuchung der Eathodenstrahlen 
angeregt. Insbesondere sind die Arbeiten von E. Wiechert*®), 
W. Kaufmann*'), W. Kaufmann und E. Aschkinass**), sowie die- 
jenigen von J, J. Thomson™) und Ph. Lenard**) bemerkenswert. 
Diese bestätigten die Emissionshypothese insofern, als sie 
übereinstimmend ergaben, daß die Erscheinungen sich wider- 
spruchsfrei erklären lassen, wenn man negativ geladene, trage 
Teilchen in dem Kathodenstrahle bewegt annimmt. Sie recht- 
fertigten andererseits die von den Gegnern der Emissionstheorie 
geltend gemachten Bedenken insofern, als sie für den Quotienten 
aus Ladung und träger Masse der Teilchen Zahlwerte ergaben, 
die den Quotienten eims aus Ladung und Masse eines elektro- 
lytischen Wasserstoffions um das Zweitausendfache übertreffen. 
Auch ergab sich, daß die Eigenschaften der Kathodenstrahlen 
von der chemischen Natur des Gases und dem Elektroden- 
material unabhängig sind und nur von der Potentialdifferenz 
abhängeu, durch die sie auf ihre Geschwindigkeit gebracht 
sind. In Anbetracht dieser Tatsache wäre die Annahme, daß 
die Träger der Strahlen Atome der wägbaren Materie sind, 
etwa Wasserstoffatome, geladen mit 2000 negativen Elementar- 
quauten, höchst unwahrscheinlich. Vom atomistischen Stand- 
punkte aus ist es eher plausibel, daß die Ladung jedes Strahl- 
teilchens ein elektrisches Elementarquantum , daß aber die träge 
Masse nur ein Zweitausendstel der Masse des Wasserstoffions 
ist. Die weitere Entwickelung hat diese letztere Vermutung 
mehr und mehr bestätigt: Es sind die von wägbarer 
Materie freien Atome der negativen Elektrizität, die 
sich im Kathodenstrahle bewegen. 

Wir wollen mit J. Stoney diese Atome negativer Elektrizität 
als „Elektronen“ bezeichnen. Wir schreiben ihnen die Ladung 
(— c) und die träge Masse m zu und leiten, allein auf Grund 
dieser Eigenschaften, die an Kathodenstrahlen festgestellten 
Gesetze ab. Die Erörterung der Frage, wieso die Elektronen, 
wenn sie unbelastet mit wägbarer Materie sich bewegen, über- 
haupt Trägheit besitzen, weisen wir einem späteren Abschnitte zu. 
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8 Erster Abschnitt. Feld und Bewegung einzelner Elektronen. § 2. 



Da die Bewegung des Elektrons im leeren Raume statir 
findet, so brauchen wir zwischen magnetischer Induktion ö 
und magnetischer Feldstärke ^ nicht zu unterscheiden. Auf das 
bewegte Elektron, von der Ladung (— e), wirkt somit im 
elektromagnetischen Felde nach Bd. I, § 96, Gl. 246a, S. 426, 
die Kraft 

(3) ft = - e^, 

wo 

(3a) 5 = e + >§] 

die auf die Einheit der Ladhng berechnete elektromagnetische 
Kraft darstellt. 

Die Bewegungsgleichung des Elektrons lautet daher 

(4) = 



Wir führen zur Abkürzung für den Quotienten 
(4a) 7} = — 

' ‘cm 



aus dem elektromagnetisch gemessenen Betrage der Ladung 
und der Masse (m) des Elektrons die Bezeichnung „spezifische 
Ladung" ein; es wird die Bewegungsgleichung 



(4b) = 



Das zweite Glied der rechten Seite der Bewegungsgleichung 
enthält die vom magnetischen Felde herrührende Kraft bzw. 
Beschleunigung; da diese stets senkrecht auf dem Geschwindig- 
keitsvektor b steht, so bedingt das Vorhandensein eines äußeren 
magnetischen Feldes niemals eine Arbeitsleistung. 

Ist insbesondere das äußere elektrische Feld ein elektro- 
statisches und 9 sein Potential, so ist 

(5) m^ = eV(p. 

Die skalare Multiplikation mit 0 ergibt 

<1/1 ..s\ <1® /..r-f \ dtp ds 
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§ 2. Erstes Kapitel. Grundlagen der Elektronentheorie. 9 

und die Integration nach der Zeit für das Intervall von bis t 
(5a) mö* - I »itto* = e (qp - qPo). 

Hier steht links der Zuwachs der lebendigen Kraft des 
Elektrons, rechts die Arbeit, die das elektrostatische Feld in 
dem betreffenden Zeitintervalle an dem Elektron geleistet hat; 
letztere ist proportional dem Anstiege des elektrostatischen 
Potentiales. 

Bewegt sich etwa das Elektron von der auf dem Potential qpj 
gehaltenen Kathode bis zu einem Punkte, dessen Potential be- 
kannt ist, so bestimmt (5a) die Geschwindigkeit |d|, wenn die 
Geschwindigkeit |lig| gegeben ist, mit der das Elektron die 
Kathode verläßt. Diese Anfangsgeschwindigkeit ist freilich 
unbekannt. Man nimmt indessen mit gutem Grunde an, daß 
sie klein ist gegen die Geschwindigkeiten, die es heim Durch- 
laufen des starken in der Entladungsrohre herrschenden elek- 
trischen Feldes erhält. Man setzt daher Dg = 0 und findet 

(6) h»| = ]/^(9>-«Po) = ]/2ci?(qP-9’o)- 

Wir wollen nun den Fall behandeln, wo das Elektron mit 
der so erhaltenen Geschwindigkeit (6) in einen Raum eintritt, 
in welchem ein konstantes elektrostatisches Potential herrscht. 
Ist kein magnetisches Feld vorhanden, so wird es sich gerad- 
linig mit konstanter Geschwindigkeit weiter bewegen. Treten 
indessen magnetische Kräfte hinzu, so wird die Bahn sich 
krümmen. Wir wollen annehmen, daß das magnetische Feld 
homogen ist, und daß das Elektron in dieses Feld mit einer 
zu den Kraftlinien senkrechten Geschwindigkeit hineinfiiegt. 
Der Beschleunigungsvektor ist dann nach (4 b) 

(6a) ^ = -’?[ü§]- 

Das Elektron bewegt sich^ wie die Zerlegung des Be- 
schleunigungsvektors in eine zu t) parallele und eine zu b 
senkrechte Komponente (Bd. I § 5, Gl. 14a, S. 14) ergibt, in 
einer zu ^ senkrechten Ebene mit konstanter Geschwindigkeit. 
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10 Erster Abschnitt. Feld nnd Bewegung einzelner Elektronen. § 2. 



Es beschreibt eine Kreisbahn, deren Radios R durch die 
Gleichung bestimmt ist 



Die Bahnkrümmung 

0 ) 









1 

R 



m 



ist demnach um so größer, je stärker das magnetische Feld 
und je kleiner die Geschwindigkeit des Elektrons ist. 

Ist das homogene magnetische Feld nicht senkrecht zu 
der ursprünglichen Bewegung des Elektrons gerichtet, so zer- 
legen wir zweckmäßigerweise den Geschwindigkeitsvektor t) in 
zwei Vektoren, ö, imd bj, von denen der erste zu § parallel, 
der zweite zu § senkrecht ist. Der erste liefert keinen Beitrag 
zu dem Vektorprodukte aus b und Projizieren wir die 
Bewegung einerseits auf eine zu § parallele Gerade, andererseits 
auf eine zu § senkrechte Ebene, so zerfällt (6 a) in die beiden 
Gleichungen 



1 



Die zu $ parallele Komponente der Geschwindigkeit bleibt 
konstant. Auf eine zu ^ senkrechte Ebene projiziert, stellt 
sich die Bewegung als Kreisbahn dar, mit dem reziproken 
Radius 

^ 1 ö. I 

In einem homogenen magnetischen Felde beschreibt 
das Elektron demnach eine Schraubenlinie. In dem 
speziellen Falle, wo die Bewegung anfangs senkrecht 
zu den magnetischen Kraftlinien erfolgte, artet die 
Bahn in eine Kreisbahn aus. 

Wir betrachten wieder den letztgenannten Spezialfall und 
drücken die Geschwindigkeit |b{ auf Grund von (6) durch die 
durchlaufene Potentialdififerenz (qp — (p^) aus. Alsdann ergibt 
Gleichung (7): 

( 8 ) 
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§ 3. Erstes Kapitel. Grrondlagen der Elektronentheorie. 11 

Die Krümmung des Kathodenstrahles im senkrechten 
Magnetfelde ist der Wurzel aus der durchlaufenen 
Potentialdifferenz umgekehrt proportional. Die Ver- 
suche von W. Kaufmann*^) haben dieses Gesetz ergehen und 
so das Zutreffen der zugrunde gelegten Bewegungsgleichung 
bestätigt. 

Diese Messungen konnten gleichzeitig dazu dienen, die 
spezifische Ladung der Kathodenstrahlträger zu ermitteln. So 
erhielten W. Kaufmann*^) und S. Simon“) den Wert 

(9) = 1,865 •10^ 

für die spezifische Ladung des negativen Elektrons. 

Eine jede der Gleichungen (6) oder (7) kann verwandt 
werden, um die Geschwindigkeit zu berechnen, die den 
Elektronen in der Entladungsrohre erteilt wird. Dieselbe liegt 
bei den üblichen Spannungsdifferenzen von Anode und Kathode 
zwischen Vio und ‘/s Lichtgeschwindigkeit. Werte von der- 
selben Größenordnung sind von E. Wiechert®“) durch direkte 
Messung der Geschwindigkeit gefunden worden. 

Da nach (9) 

(9 a) ^ = 5,60-101’ 

ist, so folgt durch Vergleichung mit (1) 

(9b) ^ = 1930 

als Quotient der trägen Massen von Wasserstoffatom 
und Elektron. 

§ 3. Elassiflkation der Strahlungen. 

Die Maxwellsche Theorie versteht unter „Strahlung“ 
einen elektromagnetischen Energiestrom; diesen bestimmt 
sie durch den Poyntingschen Vektor (vgl. I § 85). Sie lehrt, 
daß die Lichtwellen elektromagnetische Energie mitführen, 
mithiif als Strahlungsvorgänge anzusprechen sind. Die Licht- 
wellen, wie überhaupt alle elektromagnetischen Wellen, pfianzen 
sich in dem leeren Raume mit der Geschwindigkeit 
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sec 

fort (vgl. I § 75, S. 316). Die verschiedenen Arten elektro- 
magnetischer Wellen, welche wir kennen, sind nur der Wellen- 
länge, aber nicht der Fortpflanzungsgeschwindigkeit nach ver- 
schieden. Ordnen wir nach der Wellenlänge, so haben wir 
zuerst die ultravioletten Strahlen, dann das eigentliche sichtbare 
Licht; dann folgen die ultraroten, nur durch ihre thermische 
Wirkung sich kundgebenden Strahlen, deren langwelligste die 
Rubensschen Reststrahlen sind. Zwischen den längsten be- 
kannten Wärmestrahlen (A = 6 • 10~* cm) und den kürzesten 
Wellenlängen der vom elektrischen Funken ausgelösten 
Schwingungen (X — 0,6 cm) klafft noch eine beträcht- 
liche Lücke. Dann folgt eine kontinuierliche Reihe von 
Wellen, die wir auf rein elektrischem Wege herzustellen 
vermögen; sie erstreckt sich von den raschesten Hertzschen 
Schwingungen bis zu den langsamsten Wechselströmen der 
Technik. 

Alle diese Strahlungen können wir durch die Benennung 
„Wellenstrahlung“ kennzeichnen. Darunter verstehen wir 
nicht nur rein periodische Wellen, sondern auch Wellen be- 
liebiger Wellenform. Das für die Wellenstrahlung Charak- 
teristische ist die unabänderliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
im leeren Raume. 

Zu der so deflnierten Wellenstrahlung gehören nun die 
Kathodenstrahlen, von denen wir im vorigen Paragraphen be- 
richteten, nicht. Diesen Strahlen kommt hingegen eine Eigen- 
schaft zu, die den obengenannten Wellenstrahlungen fehlt: 
sie führen nicht nur Energie, sondern auch Elektrizität mit. 
Wir wollen eine jede Strahlung, die Elektrizität mitführt, als 
„Konvektionsstrahlung“ bezeichnen. Die Kathodenstrahlen 
insbesondere stellen einen Strom negativer Elektronen dar. 

Da wir die Eigenschaften dieser Atome der negativen Elek- 
trizität als unabänderliche ansehen, so bleibt als *unter — , 
scheidendes Merkmal verschiedener Kathodenstrahlen nur die 
Geschwindigkeit der Elektronen übrig. 
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§ S. Erstes Kapitel. Grundlagen der Elektronentbeorie. 13 

Die Geschwindigkeit der in einer Entladungsrohre zu 
erzeugenden Kathodenstrahlen hängt, wie wir sahen, von der 
Potentialdifferenz der Elektroden ab. Man kann jedoch diese 
Potentialdifferenz nicht beliebig wählen, da bei geringen 
Spannungen die Entladung nicht stattfindet, und da beliebig 
hohe Spannungen nicht zur Verfügung stehen. Hierdurch ist 
das „Spektrum“ der nach der Geschwindigkeit geordneten 
Kathodenstrahlen begrenzt. Doch hat Ph. Lenard gezeigt, 
daß bei Betrachtung eines Metalles mit ultraviolettem Lichte 
Strahlen ansgesandt werden, welche ähnliche Eigenschaften, 
nur geringere Geschwindigkeit der Strahlteilchen anfweisen, 
wie die eigentlichen Kathodenstrahlen. Andererseits hat sich 
ergeben, daß die Strahlung radioaktiver Körper, und zwar der 
Bestandteil der Strahlung, den Rntherfort als /3-Strahlung 
bezeichnet hat, magnetisch in demselben Sinne, nur etwas 
schwächer, ablenkbar ist, wie die Kathodenstrahlen. Es lag 
nahe, hier negative Elektronen von größerer Geschwindigkeit 
zu vermuten. In der Tat haben die Untersuchungen von 
W. Kaufmann, auf die wir später ausführlicher zurückkommen, 
gezeigt, daß die Geschwindigkeiten der in den |3- Strahlen an- 
zunehmenden Elektronen ein kontinuierliches Spektrum dar- 
stellen, das sich von der halben Lichtgeschwindigkeit bis nahe an 
die Lichtgeschwindigkeit selbst heran erstreckt. Noch besteht 
eine Lücke zwischen den raschesten der messend zu ver- 
folgenden Kathodenstrahlen und den langsamsten /3- Strahlen. 
Wenn diese ausgefüllt sein wird, so wird man eine kontinuier- 
liche Reihe von negativen Konvektionsstrahlungen haben, die 
von beliebig kleinen Geschwindigkeiten bis nahe an die Licht- 
geschwindigkeit heranreicht 

Von positiver Konvektionsstrahlung haben wir bisher 
nicht gesprochen. Man hat gefunden, daß die leicht absorbier- 
bare Strahlung radioaktiver Körper, die sogenannte «-Strah- 
lung, aus positiv geladenen Teilchen besteht. Auch gewisse, 
die elektrische Entladung in verdünnten Gasen begleitende 
Erscheinungen, die Kanalstrahlen E. Goldsteins, hat man 
auf bewegte positive Teilchen zurückführen zu können geglaubt. 
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Es haben sich für den Quotienten aus Ladung und Masse in 
beiden Fällen Zahlwerte ergeben, die von der Größenordnung 
des bei Wasserstoffionen vorliegenden Wertes waren. Doch 
sind diese positiven Konvektionsstrahlungen noch nicht ge- 
nügend erforscht, um Schlüsse auf die Natur der positiven 
Elektrizität zu gestatten. Hat man es hier mit den freien 
positiven Elektronen zu tun, und ist diesen eine so viel größere 
Trägheit zuzuschreiben, als den negativen? Oder sind diese 
Strahlteilchen, wie die Gasionen (§ 1), durch Anlagerung 
wägbarer Materie an die Elektronen entstanden? Oder ist 
etwa die positive Elektrizität überhaupt von der Materie nicht 
zu trennen? Das sind Fragen, deren Erledigung der Zukunft 
Vorbehalten bleiben muß. 

In diesem zweiten Bande der „Theorie der Elektrizität“ 
soll nun die elektromagnetische Strahlung in umfassender 
Weise behandelt werden, sowohl die Wellenstrahlung, wie die 
Konvektionsstrahlung. Die Grundlage für die Theorie 
der Strahlung gewinnen wir, indem wir die atomisti- 
schen Vorstellungen über die Konstitution der Elek- 
trizität mit den Faraday-Max wellschen Ideen über 
das elektromagnetische Feld vereinigen. Die Ver- 
einigung dieser beiden Vorstellungskreise ist es, die zur 
modernen Elektronentheorie führt. Man trifft bei manchen 
Autoren die Auffassung an, daß die atomistischen Ideen in 
einem gewissen Gegensätze zur Maxwellschen Theorie stünden, 
und daß die Elektronentheorie eigentlich zu den alten Vor- 
stellungen der Fernwirkungshypothese zurückkehre. Diese 
Auffassung ist indessen durchaus unzutreffend. Allerdings ist 
die Hypothese einer atomistischen Struktur der Elektrizität 
wohl zuerst, insbesondere durch Wilhelm Weber, in einer 
Weise eingeführt worden, welche den Vorstellungen der Fern- 
wirkungstheorie entsprach. Dieser Forscher stellte ein Ele- 
mentargesetz für die Wechselwirkung zweier elektrischer Atome 
an die Spitze und suchte auf dieses die gesamte Elektro- 
dynamik zu begründen. Daß diese Bemühungen Webers und i 
anderer Physiker scheiterten, lag gerade an der Verkoppelung I 
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§ 8. Erstes Kapitel. Grundlagen der Elektronentheorie. 15 

der atomistischen Vorstellung mit der Fernwirkungshypothese, 
welche die der Atomistik innewohnende Entwickelungsfähigkeit 
erstickte. Erst die Abwendung von der Femwirkungstheorie 
und die Verschmelzung mit der Faraday-Maiwellschen Lehre 
konnte die atomistischen Keime zur Blüte bringen und für 
die Elektrizitätslehre fruchtbare Ergebnisse zeitigen. 

Die Maxwellsche Theorie, weit entfernt, die Frage nach 
der Struktur der Elektrizität als unberechtigt zurückzuweisen, 
ermöglicht vielmehr erst eine allseitige Untersuchung der für 
diese Frage bedeutungsvollen Erscheinungen. Indem sie das 
Licht als elektromagnetischen Vorgang betrachtet, lehrt sie, 
aus der Strahlung einer Lichtquelle Schlüsse auf die Eigen- 
schaften der elektrischen Teilchen zu ziehen, die in den licht- 
aussendenden Molekülen schwingen. So hat das Zeemansche 
Phänomen' 'gezeigt, daß eine große Zahl von Spektrallinien 
in der Bewegung der negativen Elektronen ihren Ursprung 
hat. Eine magnetische Zerlegung der Spektrallinien, die 
auf die Schwingungen positiver Elektronen in der Lichtquelle 
zurückzuführen wäre, hat sich nicht sicher feststellen lassen; 
infolge der größeren, diesen Teilchen anhaftenden trägen Masse 
würde eine solche Zerlegung auch theoretisch unterhalb der 
Grenze der Beobachtbarkeit liegen. Hier tritt die enge, von 
der elektromagnetischen Lichttheorie behauptete Beziehung 
zwischen dem Konvektionsstrome und der Lichtstrahlung deut- 
lich hervor. In der Sprache der Elektronentheorie läßt sich 
diese Beziehung so formulieren: Die Konvektionsstrah- 
lung ist ein Strom freier Elektronen, die Wellen- 
strahlung nimmt ihren Ausgang von Geschwindig- 
keitsänderungen der Elektronen. 

Wo die Kathodenstrahlen auf die Röhren wand treffen, 
nehmen die Röntgenstrahlen ihren Ursprung. Wir werden, 
mit G. G. Stokes und E. Wiechert, in diesen magnetisch nicht 
ablenkbaren Strahlen die elektromagnetischen Wellen sehen, 
welche von den gehemmten Elektronen ausgehen. Dabei scheint 
es sich nicht um periodische Wellenzüge, sondern um Einzel- 
impulse zu handeln, deren Impulsbreite weit kleiner ist als die 
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Wellenlänge der kurzwelligsten ultravioletten Strahlen. Aus 
den Beugungsversuchen von Haga und Wind hat sich ergeben, 
daß die Impulsbreite nicht mehr als 10~^ cm beträgt, falls es 
sich überhaupt um Wellenimpulse handelt. Doch ist es, da die 
Köntgenstrahlen sich weder brechen noch spiegeln lassen, 
schwierig, ihre Wellennatur experimentell festzustellen. 

Die dritte, nicht ablenkbare Klasse der Kadiumstrahlen, 
die sogenannten y-Strahlen, weist Eigenschaften auf, welche 
denen besonders durchdringender Köntgenstrahlen gleichen. 
Es liegt nahe, sie als die Wellenimpulse anzusprechen, welche 
beim Fortschleudem der Elektronen durch die radioaktiven 
Atome erregt werden. 

§ 4. Die Gnindgleiohungen der Elektronentheorie. 

Um zu den Grundgleichnngen der Elektronentheorie zu 
gelangen, gehen wir von den Hauptgleichungen der Maxwell- 
schen Theorie aus (I, § 65). Die erste Hauptgleichung lautet 
(I, Gl. 177, S. 243) 

curl§ = ^-t, 

wobei t die Dichte des Gesamtstromes ist. 

Die Elektronentheorie kennt nur zwei Bestandteile des 
Gesamtstromes, den Yerschiebungsstrom im Äther und 
den Konvektionsstrom bewegter Elektronen; die Dichte 
des Verschiebungsstromes im Äther ist gleich 

4,71 dt ' 

die Dichte des elektrostatisch gemessenen Konvektionsstromes 
ist gegeben durch (vgl. I, § 55, Gl. 159, S. 194) 

f = pü, 

wo Q die räumliche Dichte, D die Geschwindigkeit der kon- 
vektiv bewegten Elektrizität bezeichnet. Wir wollen der ein- 
facheren Schreibweise wegen es vorziehen, den Konvektions- 
strom elektromagnetisch zu messen. Alsdann wird 
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( 10 ) * = 

und es ist die erste Grundgleichung zu schreiben 

(I) curl§-m = 4;rf. 

In der zweiten Hauptgleichung (I, Gl. 178, S. 245) streichen 
wir die eingeprägte elektrische Kraft. Im leeren Raume, wo 
8 = § ist, nimmt dann die zweite Hauptgleichung die Form an: 

(U) 

Diese beiden Grundgleichungen nehmen wir auch im 
Innern der Elektronen als gültig an. 

Die allgemeine Beziehung zwischen der Dichte der Elek- 
trizität und der Divergenz der elektrischen Verschiebung (vgl. I, 
GL 135a, S. 147) behält die Elektronentheorie bei; da sie 

$ = — @ setzt, so wird 

(HI) div@ = 4;rp. 

Auch die allgemeine Bedingung der Quellenfreiheit des 
Vektors 8 (I, Gl. 178a, S. 246) wird aus der Maxwellschen 
Theorie herübergenommen; da 8 mit§ identifiziert wird, so wird 

(IV) div^ = 0. 

Für den von Materie und von Elektronen leeren Raum, 
wo Q und I verschwinden, stimmen diese Grundgleichnngen 
mit den Hertz - Heavisideschen Feldgleichungen überein; sie 
führen wie jene zu dem Ergebnisse, daß hier ebene elektro- 
magnetische Wellen nach allen Richtungen mit der gleichen 
Geschwindigkeit c forteilen. Auf ein Bezugssystem, in dem 
diese Isotropie der Wellenfortpflanzung statthat, sind die Be- 
wegungen der Elektronen zu beziehen. Die in einem solchen 
System gemessene Geschwindigkeit d der Elektronen ist es, 
welche in den Ausdruck (10) für die Dichte des Konvektions- 
stromes eingeht. Neben dem kinematischen Vektor 0 enthält 
das System der Feldgleichungen (I) bis (IV) nur zwei Vektoren, 

Abraham, Theorie der Elektrizität. II. S. Aufi. 2 



Digitized by (jÖogle 




13 Erster Abschnitt. Feld und Bewegung einzelner Elektronen. § 4. 



den elektrischen Vektor @ und den magnetischen Vektor 
Es ist die einfachste Erweiterung des für den Äther geltenden 
Systems von Feldgleichungen, welche die eingelagerten Elek- 
tronen und ihre Bewegung berücksichtigt. 

Zu diesen Feldgleichungen tritt endlich eine Aussage über 
die an den Volumelementen der Elektronen angreifende Kraft. 
Es wird, in Übereinstimmung mit Bd. I, § 96, Gl. 246 a, S. 426, 
für die auf die Einheit der Ladung wirkende Kraft der Ansatz 
gemacht: 

(V) 5 = e + 7[6§]- 

Der Vektor <^'6 „elektromagnetische Kraft pro 
Einheit der Ladung“, ist durch die Grundgleichung (V) auf 
die drei in den Feldgleichungen auftretenden Vektoren zurück- 
geführt. Wir können diesen Ausdruck für die elektromagnetische 
Kraft um so eher akzeptieren, als wir ja im § 2 dieses Bandes 
uns davon überzeugt haben, daß er die Kraft, die in einem 
gegebenen äußeren Felde auf die Kathodenstrahlteilchen wirkt, 
in befriedigender Weise darstellt. 

Wir woUen uns davon überzeugen, daß der zugrunde 
gelegte Ansatz für die elektromagnetische Kraft mit dem 
Energieprinzipe im Einklang ist. Wir denken uns zu diesem 
Zwecke einen Bereich v, der von der ruhenden Fläche f be- 
grenzt ist. Auf die im Volumenelemente di^ enthaltene Elek- 
trizität übt das elektromagnetische Feld die Kraft ^gdv aus. 
Diese leistet pro Sekunde die Arbeit 

= (pü@)rfy. 

Hier ist der vom magnetischen Felde herrührende Anteil der 
Kraft, der stets senkrecht zur Bewegungsrichtung der Elektrizität 
weist und daher zur Arbeit nichts beiträgt, fortgefallen. Durch 
Integration über den Bereich v erhalten wir mithin für die 
Arbeitsleistung der elektromagnetischen Kraft 
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Da nun, nach (10), der Vektor die Dichte des Kon- 
vektionsstromes bestimmt, so folgt ans der ersten Gmnd- 
gleichnng 

^ = cf [m)dv = £jdv (g, curl§ - . 

Ferner ist, nach einer allgemeinen Regel der Vektorrechnung 
(1, Gl. 102 a, S. 96), 

Jdf[^^]„— j dv^ curl6 — Jdv(& curl§, 

oder, mit Rücksicht auf die zweite Grundgleichung, 

fdv e curl § I f iv§ ^ —f 

dabei stellt n die äußere Normale der Begrenzungsfläche / vor. 
Es folgt also schließlich 

Dieses ist nichts anderes als die Energiegleichung. 
Setzen wir, in Übereinstimmung mit der Marwellschen Theorie, 

( 12 ) 

für die elektromagnetische Energie des Raumes und 

(13) ® = 



für den elektromagnetischen Energiestrom, so können 
wir (11) schreiben 




Die Arbeit der elektromagnetischen Ejäfte, die in dem ‘ 
Bereiche v wirken, vermehrt um den elektromagnetischen 
Energiestrom, der durch die Begrenzungsfläche f hinausströmt, 
ist der Abnahme der elektromagnetischen Energie des Bereiches 
gleich; Arbeitsleistung der elektromagnetischen Kräfte und 



Digitized by Google 



20 Erster AbBchnitt. Feld und Bewegung einzelner Elektronen. § 4. 

Strahlung erfolgen beide auf Kosten der elektromagnetischen 
Energie W\ dabei sind für Energiedichte und Energiestrom 
die aus der Maxwellschen Theorie bekannten Ausdrücke bei- 
zubehalten. Gleichung (11) spricht das Energieprinzip für das 
elektromagnetische Feld bewegter Elektronen aus. Wie unser 
lleweis zeigt, folgt dasselbe aus den Grundgleichungen (I) 
bis (V); es stellt keineswegs eine neue, von den Grund- 
gleichungen unabhängige Auss^e dar. 

In den allgemeinen Grundgleichungen (I) bis (V) der 
Elektronentheorie ist die Idee der atomistischen Konstitution 
der Elektrizität noch nicht zur Formulierung gelangt; diese 
Grundgleichungcn würden es noch zulassen, daß die Elektrizität 
kontinuierlich den Raiun erfüllte. Die atomistische Hypothese 
nimmt indessen an, daß die Elektrizität, die positive und die 
negative, aus Elementarquanten e besteht, die durch den 
Äther voneinander getrennt sind. Dabei genügt es bisweilen, 
die Ladungen als Punktladungen aufzufassen, insbesondere dann, 
wenn es sich um die vom Elektron entsandte Wellenstrahlung 
handelt. Doch bringt die Annahme punktförmiger Elektronen 
gewisse Schwierigkeiten mit sich. Es besitzt nämlich das 
Feld, welches eine ruhende Ladung von endlichem Betrage 
umgibt, eine elektrostatische Energie, die unendUch wird, wenn 
die Ladung sich auf einen Punkt zusammendrängt. Schon 
diese Erwägung deutet an, imd die eingehende Untersuchung 
bestätigt es, daß die Elektronen, streng genommen, nicht als 
elektrische Punkte zu betrachten sind, da ja ihre Ladung und 
ihre Energie endlich sein sollen. Wir werden uns daher genötigt 
sehen, der Dynamik der Elektronen neben den allgemeinen Grund- 
gleichungen (I) bis (V) noch besondere Voraussetzungen über 
die Form und Bewegungsfreiheit dieser Teilchen zugrunde zu 
legen. Doch werden wir hierauf erst im dritten Kapitel dieses 
Abschnittes eingehen. 

Wir haben die Grundgleichungen (I) bis (V) erhalten, 
indem wir von den allgemeinen Gleichungen der Maxwellschen 
Theorie ausgingen und diese in gewisser Weise vereinfachten. 
Es braucht kaum ausdrücklich bemerkt zu werden, daß dieses 
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Verfahren nur ein heuristisches ist und keine Beweiskraft be- 
sitzt. Müssen wir doch jedesmal, wenn wir eine auf einem 
gewissen Gebiete als richtig erkannte Theorie auf ein neues 
Erscheinungsgebiet anwenden wollen, mit der Möglichkeit 
rechnen, daß sie diesen neuen Tatsachen gegenüber versagt. 

Die vorgenommene Übertragung der MaxweUschen Glei- 
chungen auf die Felder der Elektronen ist insbesondere auch 
aus dem Grunde hypothetisch, weil diese Felder niemals einer 
direkten experimentellen Prüfung zugänglich werden können. 
Denn die Methode der Untersuchung des Feldes durch einen 
Probekörper ist wohl auf die Felder anzuwenden, von denen 
der erste Band dieses Werkes handelte, aber nicht auf die 
Felder der Elektronen selbst. Der kleinste denkbare Probe- 
körper ist nämlich, wenn anders die atomistische Vorstellung 
zutrifft, das Elektron selbst. Das Feld nun, welches das ein- 
zelne Elektron umgibt, wechselt natürlich nach Richtung und 
Stärke beträchtlich in Bereichen von der Größenordnung des 
Elektrons. Zu seiner Ausmessung würde ein Probekörper not- 
wendig sein, dessen Dimensionen klein gegen diejenigen des 
Elektrons sind. Es ist also aus prinzipiellen Gründen, von 
experimentellen Schwierigkeiten ganz abgesehen, das Feld, 
auf das unsere Grundgleichungen sich beziehen, der direkten 
Messung unzugänglich. Die Bestätigung der Grundgleichungen 
muß in dem Zutreffen ziemlich entfernter Folgerungen gesucht 
werden. Zunächst ist die Übertragung der Grundgleichungen 
von den der Beobachtung zugänglichen Feldern auf die Felder 
der Elektrizitätsatome eine durchaus hypothetische. 

Eine jede atomistische Theorie muß indessen in ent- 
sprechender Weise verfahren. So kann die kinetische Gas- 
theorie nicht umhin, die Bewegung und den Stoß der Gas- 
moleküle nach Gesetzen zu behandeln, welche der Mechanik 
der greifbaren Körper entnommen sind. Es kann niemals 
direkt experimentell nachgewiesen werden, daß die Bewegungen 
der Moleküle wirklich diesen Gesetzen gehorchen. Die Be- 
rechtigung der gemachten Voraussetzungen kann erst nach- 
träglich dadurch geführt werden, daß man ihre Konsequenzen 
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verfolgt und als zutreffend nachweist. Dabei liegt die Sach« 
sogar in der Elektronentheorie günstiger als in der Mole- 
kulartheorie der Materie, indem die Eigenschaften der freien 
Elektronen selbst in den Kathodenstrablen und verwandten 
Strahlungen dem Experimente zugänglich werden, während die 
regellosen Bewegungen der unelektrischen Atome und Moleküle 
der direkten Beobachtung imzugänglich und nur in ihren über 
meßbare Bereiche erstreckten Mittelwerten zu den mechanischen 
und thermischen Eigenschaften der Materie in Beziehung zu 
setzen sind. 

Die Elektronentheorie beansprucht, die elektrischen, ma- 
gnetischen und optischen Eigenschaften der Materie in ihrer 
Gesamtheit darzustellen. Sie geht dabei von gewissen Voraus- 
setzimgen über die Eigenschaften der Elektronen in leitenden, 
dielektrischen und magnetisierbaren Körpern aus und gelangt 
durch Mittelwertsbildung über Bereiche, die eine sehr große 
Zahl von Elektronen enthalten, zu den Hauptgleichungen der 
Maiwellschen Theorie für ruhende Körper; dabei werden die 
Beziehungen der elektrischen Verechiebung und der Leitungs- 
stromdichte zur elektrischen Feldstärke, sowie die Beziehung 
der magnetischen Feldstärke zur magnetischen Induktion, an- 
schaulicher gedeutet und in mancher Hinsicht der Erfahrung 
besser angepaßt, als in der rein phänomenologischen MaxweU- 
Hertzschen Darstellungsweise. 

Der erste, der die Grundgedanken der Elektronentheorie 
klar formuliert und in umfassender und folgerichtiger Weise 
insbesondere auf optische Fragen angewandt hat, ist H. A. 
Lorentz gewesen. Er hat die elektromagnetische Theorie der 
Farbenzerstreuung*®) und die Optik bewegter Körper*®) von 
diesem Standpunkte aus entwickelt. Auch die Entdeckung 
Zeemanns ist auf seine Anregung zurückzuführen. Wenn über- 
haupt die Elektronentheorie, an deren Erfolgen so viele 
experimentelle und theoretische Physiker Anteil haben, mit 
dem Namen eines einzelnen Forschers in Verbindung gebracht 
werden soll, so kann wohl nur der Name von H. A. Lorentz 
in Frage kommen. 
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§ 5. Die elektromagnetiache Bewegungsgröße. 

Wie wir bereits im ersten Bande dieses Werkes (§ 98) 
erwähnten, besteht hinsichtlich der Beziehung zum dritten 
Axiome der Newtonschen Mechanik ein gewisser Gegensatz 
zwischen der Maxwell - Hertzschen Theorie einerseits und der 
Lorentzschen Theorie andererseits. Jene nimmt an, daß die auf 
einen Körper wirkenden elektromagnetischen Kräfte stets aus 
\ gewissen, über seine Oberfläche verteilten Druck- imd Zug- 
kräften resultieren, wobei zwar das Gesetz von Wirkung und 
Gegenwirkung erfüllt ist, aber zuweilen Kräfte auf die Volum- 
elemente des Äthers auftreten. Der Lorentzschen Theorie sind 
solche Kräfte auf die von Elektrizität leeren Volumelemente 
des Raumes fremd. Sie läßt elektromagnetische Kräfte nur 
auf die Elektrizität wirken; die auf die Volumeinheit berechnete 
elektromagnetische Kraft (V) der Lorentzschen Theorie 

(14) p?^ = (>(e + 7[B^]} 

verschwindet mit der elektrischen Dichte p. 

Wir wollen nunmehr die Konsequenzen verfolgen, die sich 
aus dieser Auffassung hinsichtlich der St^hmg der Elektronen- 
theorie zum dritten Axiome Newtons ergeben. 

Wir ziehen, ebenso wie in Bd. I, S. 428, die folgenden 
Identitäten heran 

(14a) e, div e - [® curl Cr], = | - «») 

(14 b) div § - curl -2 -m- 

Mit Rücksicht auf die Grundgleichungen (I) und (III) geht 

P5 = (.e + [*^1 

über in 

(M») »8 - i'. I« 8 - [g, «urlS - i 
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Andererseits folgt durch Addition Ton 1 14a) und (14 b), 
auf Grund von (TI) und (IV) 

(14d) g, dir ® ^ ; [e [§ curl 






cx 



dx cx 

+ ’ 
cy cz 



wobei unter Verwendung einer in der Elastizitätstheorie ge- 
bräuchlichen Schreibweise gesetzt ist 



( 15 ) 



4.-r X, = I (g/ - g/ - g.*) + I 

4äX^ = g^gy + 

4.iX, =g,g, + ^,§.. 




Durch Kombination von (14c) und (T4d) erhalten wir 






ct 



-1 -ir 


r“ 


J» c L 





•±X \ - 

[ cx 



dx 

+ a.v' + 



dX 

* 

dz 



oder nach Einführung des Poyntingschen Strahlvektors 

®-w[ee] 

r X 

(16) 

Entsprechende Gleichungen; 



^ cX^ cX^ dx 

= + ?j/ + 



cz 



1 

c’ ct 



a r. a r. 



dY, 



1 as. 






dy 

_ dz^ dz^ dz, 1 a® 

dx dy '■* 



dz 



ct 



gelten für die beiden anderen Komponenten der elektromagne- 
tischen Kraft. 

Wir überzeugen uns unschwer davon, daß die drei ersten 
Glieder der rechten Seiten die von den Maxwellschen Span- i 
nungen auf die Raumeinheit ausgeübte Kraft darstellen. In 
der Tat, setzen wir in den Gleichungen (248) und (249) in 
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§ 97 des ersten Bandes, welche bzw. die elektrische und mag- 
netische Flächenkraft darsteUen, £ = ft = l, so wird 

(17) + = ^{26«,-}- n(g^ §ä)|; 

dabei stellt n einen Einheitsvektor vor, der in Richtung der 
äußeren Normalen n der Fläche weist, über welche die Flächen- 
kraft Z verteilt ist. Die parallel der a:-Achse genommene 
Komponente dieser von den MaxweUschen Spannungen auf die 
Flächeneinheit einer beliebig gestellten Fläche ausgeübten Kraft 
ist demnach 

(17a) a:, = ^|2e,g, + 2§,#„ - cos(«x)(e* -t- §»))• 



Legt man nun die Normale n des betrachteten Flächen- 
elementes der Reihe nach parallel der a; -Achse, der t/ -Achse 
und der ^-Achse, so erhält man für die durch (15) ein- 
geführten Ausdrücke X^, X^, X,. Diese stellen demnach die 
parallel der a;-Achse genommenen Komponenten der Flächen- 
kraft Z vor, die auf die Flächeneinheit dreier den Koordinaten- 
ebenen paralleler Flächenelemente wirkt; diese drei Größen 
und die durch zyklische Vertauschung der Koordinaten ent- 
stehenden Größen sind mit dem Spannungssysteme identisch, 
welches Maxwell im elektromagnetischen Felde wirkend an- 
nahm; dasselbe ist durch 6 Komponenten 



gekennzeichnet. Den Lehren der Elastizitätstheorie gemäß 
besitzt die von diesen Spannungen auf die Yolumeinheit aus- 
geübte Kraft die Komponenten 













dx 


+ 


y 

dy 


+ 


dz 










d\\ 


X 

dx. 


+ 


y 

dy 


+ 


Ti 


dZ^ 








dZ^ 


cx 


+ 


y 

cy 


+ 


dz 



1/ J. 

+ -A-- parallel der y-Achse, 



Nach Maxwell und Hertz sind dieses die auf die 
Volumeinheit des Äthers berechneten Komponenten 
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der elektromagnetischen Kraft. Nach Lorentz**) ist 
noch die Kraft 

1 

c* dt 

proVolumeinheithinzuzufügen,um diegesamte elektro- 
magnetische Kraft der Elektronentheorie zu er- 
halten. Diese Zusntzkraft hebt für die Volumelemente des 
Ton Elektrizität leeren Raumes gerade die von den MaxweU- 
schen Spannungen ausgeübte Kraft auf. 

Wir können dieses Zusatzglied der Anschauung näher 
bringen, indem wir eine „elektromagnetische Bewegungs- 
größe" über das Feld mit der Dichte 

(181 

verteilt denken. Dieselbe ist durch die Vektoren 6 und ^ be- 
stimmt, für einen jeden Punkt des Feldes. Einer zeitlichen 
Änderung des Poyntingschen Vektors @ entspricht eine Ände- 
rung der elektromagnetischen Bewegungsgröße, welche die 
Trägheitskraft (17 b) bedingt. Durch diese Trägheitskraft, im 
Verein mit der über die Oberfläche des betreffenden Bereiches 
verteilten Flächenkraft I (Gl. 17) ist die durch die Gnind- 
gleichung (V) definierte elektromagnetische Kraft vollständig 
zu ersetzen. 

In der Tat, da aus (15) und (17a) folgt: 

cos nx -F Xy cos ny X, cos nz = 

so erhalten wir, indem wir (16) über einen von der Fläche f 
begrenzten Bereich v integrieren, als a:-Komponente der resul- 
tierenden elektromagnetischen Kraft: 

= f - atf 

Gehen wir zur Vektorgleichung über, so erhalten wir 

(19) 
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wobei 

( 20 ) @^Jdv^=Jdv% 



die gesamte, in dem Bereiche v enthaltene elektromagnetische 
Bewegungsgröße ist. 

Die Kraft, welche das elektromagnetische Feld auf einen 
beliebigen Körper ausübt, ist nach der Lorentzschen Theorie 
gleich der resultierenden Kraft ft auf die im Innern des Körpers 
befindlichen Elektronen. Es besagt daher Gleichung (19): 
Die resultierende elektromagnetische Kraft auf einen 
beliebigen Körper ist gleich dem über seine Ober- 
fläche erstreckten Integral der Flächenkraft I, ver- 
mindert um die zeitliche Zunahme der gesamten im 
Innern des Körpers befindlichen elektromagnetischen 
Bewegungsgröße. 

Wir können, wofern die Grundgleichungen der Elektronen- 
theorie zutreffen, die Gleichung (19) auch auf ein System von 
Körpern anwenden, welche in den Äther eingelagert sind. Wir 
haben dann im Äther eine Fläche zu konstruieren, welche das 
ganze System einschließt. An dieser Fläche haben wir uns 
die Flächenkraft Z angreifend zu denken; auch haben wir die 
elektromagnetische Bewegungsgröße sowohl im Innern der 
Körper als auch in dem Raume zwischen den Körpern in 
Rechnung zu ziehen. 

Eine besonders einfache Form nimmt der Ausdruck (19) 
der elektromagnetischen Gesamtkraft an, falls wir die Fläche f, 
die das Körpersystem umschließt, uns so weit entfernt denken, 
daß sie in dem ganzen Zeitintervalle, in dem der zu betrach- 
tende Vorgang sich abspielt, nicht von dem elektromagne- 
tischen Felde erreicht wird. Dann verschwindet nämlich auf 
der Fläche f der Vektor 2, der ja durch die daselbst herrschen- 
den Feldstärken bestimmt ist. Es fällt demnach das erste 
Glied im Ausdruck (19) fort, und die elektromagnetische Ge- 
samtkraft wird 



( 21 ) 
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Die Gesamtkraft, welche das elektromagnetische 
Feld auf ein Körpersystem ausübt, ist gleich der zeit- 
lichen Abnahme der elektromagnetischen Bewegungs- 
größe des gesamten Feldes. 

Das System, welches aus den Körpern und dem gesamten 
elektromagnetisehen Felde gebildet ist, können wir als ein in 
elektromagnetischer Hinsicht abgeschlossenes System bezeichnen. 
Für ein solches nimmt auch die Energiegleichung (11) eine 
vereinfachte Form an, da eine Ausstrahlung durch die Be- 
grenzungsfläche f hindurch nicht in Betracht zu ziehen ist. 
Es wird die gesamte Arbeit der elektromagnetischen Kräfte 

(JJ. ^ _dW 
dt dt 

Diese Relation ist es, welche die Bezeichnung des durch (12) 
definierten Skalars W als „elektromagnetische Energie“ 
rechtfertigt. In entsprechender Weise rechtfertigt die Relation 
(21) die Bezeichnung des durch (20) definierten Vektors @ als 
„elektromagnetische Bewegungsgröße“ oder „elektro- 
magnetischer Impuls“ des Feldes. 

Ist E die gesamte Energie der wägbaren Körper des ab- 
geschlossenen Systemes, so ist der Zuwachs von E der Arbeit 
der elektromagnetischen Kräfte gleich; es folgt demnach aus (22) 

(22 a) E W = Constans. 

Die Summe aus der Energie der wägbaren Körper 
und der elektromagnetischen Energie des Feldes ist 
für ein abgeschlossenes System konstant. 

Dieser aRgemeinen Fassung des Energieprinzipes können 
wir eine allgemeine Fassung des Impulssatzes gegenüberstellen. 
Nach den Lehren der Mechanik ist die zeitliche Zunahme des 
Gesaiutimpulses IB der wägbaren Massen der Resultierenden der 
äußeren Kräfte gleich. Da die mechanischen Wechselwirkungen 
dem Prinzipe von Wirkung und Gegenwirkung Genüge leisten, 
so liefern sie zu der resultierenden Kraft keinen Beitrag. Es 
besagt daher der Impulssatz: Die zeitliche Änderung des mecha- 
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nischen Impulses ® ist gleich der resultierenden elektro- 
magnetischen Kraft jt: 




Setzen wir hier für Ä den in (21) erhaltenen Ausdruck 
ein und bringen @ auf die andere Seite, so erhalten wir 

(23) ® -|- @ = Constans. 

Die Summe aus dem mechanischen Impulse der 
wägbaren Körper und dem elektromagnetischen Im- 
pulse des Feldes ist für ein abgeschlossenes System 
konstant. 

Der so verallgemeinerte Impulssatz ist für das Folgende 
von fundamentaler Bedeutung. Der gegebene Beweis zeigt, 
daß die Einführung des elektromagnetischen Impulses ebenso- 
wenig eine neue Hypothese darstellt wie die Einführung einer 
elektromagnetischen Energie. Es handelt sich hier wie dort 
nur um einen zweckmäßigen Ausdruck gewisser Folgerungen, 
die aus dem Ausdrucke der elektromagnetischen Kraft (V) im 
Verein mit den Feldgleichungen (I) his (IV) der Elektronen- 
theorie fließen. Wenn nun auch diese Ausdrucksweise der in 
der Mechanik gebräuchlichen nachgebildet ist, so führt doch, 
wie schon am Schlüsse des ersten Bandes hervorgehoben wurde, 
die Elektronentheorie zu Folgerungen, welche den Axiomen 
der Newtonschen Mechanik widersprechen. 

Die an den wägbaren Körpern angreifenden 
elektromagnetischen Kräfte der Lorentzschen Theorie 
befolgen nicht das dritte Axiom der Newtonschen 
Mechanik. 

Wenn z. B. ein Körper Licht in einer bestimmten Rich- 
tung, etwa vermittelst eines Hohlspiegels, auszusenden beginnt, 
so erfährt die elektromagnetische Bewegungsgröße des Raumes 
einen Zuwachs. Der Gleichung (21) gemäß wird das Licht 
auf den emittierenden Körper eine Kraft ausüben. Diese 
Wirkung wird erst dann durch eine Gegenwirkung kompensiert 
werden, wenn das entsandte Licht von anderen Körpern ab- 
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Borbiert wird, und das findet wegen der endlichen Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes erst nach einer end- 
lichen Zeit statt. Bis dahin bleibt die Bewegungsgröße der 
Körper ebenso wie die Energie gewissermaßen latent, sie ist 
in elektromagnetische Bewegungsgröße verwandelt worden. 

Daß der Satz von actio und reactio, in dem Sinne der 
Newtonscheu Mechanik gefaßt, von den elektromagnetischen 
Klüften der Lorentzschen Theorie verletzt wird, ist von 
H. Poincare als Einwand gegen diese Theorie geltend gemacht 
worden*®). Indessen wird man diesen Einwand nur dann 
als stichhaltig ansehen, wenn man die Axiome der alten 
Mechanik als a priori gültig betrachtet. Sieht man hingegen 
die Physik als eine Wissenschaft an, deren Prinzipien der fort- 
schreitenden Erfahrung anzupassen sind, so wird man sich 
durch jenen Einwand nicht beirren lassen. Man wird vielmehr 
die Mechanik des elektromagnetischen Feldes auf den erwei- 
terten Impulssatz (23) begründen und wird untersuchen, ob 
dieser Satz Folgerungen ergibt, die mit der Erfahrung über- 
einstimmen; ist dies der Pall, so sind nicht die Grundlagen 
der Elektronentheorie, sondern die Axiome der alten Mechanik 
zu revidieren. 

Das ist der Weg, der in den folgenden Abschnitten be- 
Bchritten werden soll; wir werden zeigen, daß sowohl für die 
Theorie der Konvektionsstrahlung wie für diejenige der Wellen- 
strahlung die Einführung der durch den Strahlvektor bestimmten 
elektromagnetischen Bewegungsgröße fruchtbar ist, und werden 
in der Bestätigung der so gewonnenen Ergebnisse durch das 
Experiment eine Rechtfertigung der Grundhypothesen der 
Elektronentheorie erblicken dürfen. 

Nach (18) ist die Dichte g der elektromagnetischen Be- 
wegungsgröße dem durch das Quadrat der Lichtgeschwindig- 
keit dividierten Strahlvektor © gleich zu setzen. Für eine 
ebene Lichtwelle weist also der Vektor g in Richtung der 
Wellennormalen; da der Betrag S des Strahlvektors der 
Energie gleich ist, die in der Sekunde auf die Flächenein- 
heit einer senkrecht zum Strahle gestellten Fläche fällt, und 
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da diese Energie einen Zylinder von der Höhe c erfüllt, 
so ist 




der Betrag der in der Sekunde auf eine ruhende Fläche fallen- 
den Bewegungsgröße. Die pro Sekunde auffallende Be- 
wegungsgröße einer ebenen Lichtwelle ist also gleich 
der pro Sekunde auffallenden Energie, dividiert durch 
die Lichtgeschwindigkeit, oder gleich der Energie- 
dichte. 

FäUt nun die Welle auf eine ruhende schwarze Fläche, 
welche die elektromagnetische Energie der Welle in Wärme 
verwandelt, so wird auch die elektromagnetische Bewegungs- 
größe vernichtet und in mechanische Bewegungsgröße ver- 
wandelt. Mit anderen Worten, das Lieht übt auf die absor- 
bierende Fläche einen Druck aus. Der Lichtdruck beträgt 
für eine senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung ge- 

s 

stellte schwarze Fläche — ; er ist der Energiedichte 

der Welle gleich. Er wirkt auf die absorbierende schwarze 
Fläche in Richtung des auffallenden Strahles. 

Eine entsprechende, der Strahlrichtimg entgegenweisende 
Druckkraft muß wirksam werden, wenn das Licht von der 
Lichtquelle in den Raum hinausgesandt und dadurch elektro- 
magnetische Bewegungsgröße erzeugt wird. 

Wir haben hier die Ableitung des Lichtdruckes an den 
zweiten Term im Ausdrucke (19) der resultierenden elektro- 
magnetischen Kraft angeknüpft, welcher die Bewegungsgröße 
enthält. Den ersten Term beseitigten wir, indem wir die Be- 
wegungsfläche f des Feldes beliebig weit fortrücken ließen. 
Wir können nun auch anders verfahren. Wir können die 
Fläche BO legen, daß sie sich unmittelbar an den Körper an- 
schmiegt, auf den die gesuchte elektromagnetische Kraft wirkt. 
Dann sind im allgemeinen beide Glieder zu berücksichtigen, 
sowohl die von den MaxweUschen Spannungen ausgeübte Kraft 
als auch die Rückwirkung der elektromagnetischen Bewegungs- 
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große, die ins Innere des Körpers tritt. In manchen Fällen 
indessen fällt das zweite Glied fort. Haben wir es beispiels- 
weise mit einem Körper zu tun, der mit einer schwarzen, das 
Licht vollkommen absorbierenden HüUe bedeckt ist, so tritt 
von außen her kein Licht und keine elektromagnetische Be- 
wegungsgröße in den Körper. Es wird die Energie des Lichtes 
bereits an der Oberfläche in Wärme verwandelt. Hier erhält 
man den vollständigen Wert der vom Lichte ausgeübten Kraft, 
indem man ausschließlich die Oberflächenkraft I der Maxwell- 
schen Spannungen in Rechnung zieht. 

In einer ebenen LichtweUe steht der elektrische Vektor 
senkrecht auf dem magnetischen; die elektrische Energiedichte 
ist der magnetischen gleich. Der Faraday-Maxwellsche Längs- 
zug der elektrischen Kraftlinien hebt den ihm parallelen mag- 
netischen Querdruck, der Längszug der magnetischen Kraft- 
linien den entsprechenden elektrischen Querdruck auf; denn 
diese Druck- bzw. Zugspannungen sind (vgl. I, ij. 97) der elek- 
trischen bzw. der magnetischen Energiedichte gleich. Parallel 
der Strahlrichtung hingegen, die sowohl auf G wie auf § 
senkrecht steht, verstärken sich die beiden Querdrucke imd er- 
geben einen Druck auf eine senkrecht gestellte schwarze Fläche, 
der gleich der elektromagnetischen Energiedichte ist. Das 
Resultat dieser Betrachtung führt zu demselben Werte des 
Lichtdruckes, wie die obige Ableitung aus der elektroma- 
gnetischen Bewegungsgröße. 

Maxwell seihst war es, der aus seinem Spannungssysteme 
zuerst den Lichtdruck ableitete. In den letzten Jahren ist 
es den Bemühungen geschickter Experimentatoren, nämlich 
P. Lebedew®®) sowie E. F. Nichols und 6. F. HuU*^) ge- 
lungen, experimentell den Lichtdruck als vorhanden nach- 
zuweisen. Auf die Beziehungen des Strahlungsdruckes zur 
Theorie der Wärmestrahlung kommen wir weiter unten 
zurück. 

Wir woUen schließlich noch zeigen, daß der zweite Impuls- 
satz (ygl. I, § 12) sich in entsprechender Weise verallgemeinern 
läßt wie der erste. Wir berechnen das resultierende Mo- 
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ment der elektromagnetischen Kräfte, die auf einen ge- 
gebenen Bereich v wirken: 

(24) 9l=fdv[x,Q%l 

Wir verstehen unter t den Radiusvektor, der von einem im 
Raume festen Punkte aus zu konstruieren ist. Auf diesen 
festen Momentenpunkt ist das Moment der elektromagnetischen 
Kräfte bezogen. 

Durch Einführung der Ausdrücke (16) ergibt eich bei- 
spielsweise für die x-Komponente des Vektors 91 







Das von den MaxweUschen Spannungen herrührende Volum- 
integral formen wir auf Grund des Gaußschen Satzes um, wo- 
bei wir die aus (15) folgende Beziehung beachten 

und erhalten das über'die Begrenzungsfläche f erstreckte Integral 

wobei Komponenten des durch (17) bestimmten Vektors 

% sind. 

Dieser erste Term im Ausdruck von stellt die x Kom- 
ponente des statischen Momentes der an der Begrenzungsfläche 
angreifenden Flächenkraft Z dar. 

Das zweite Integral im Ausdruck von 91^ hingegen hängt 
mit der a;-Komponente des statischen Momentes der über das 
Feld mit der Dichte g verteilten elektromagnetischen Bewegungs- 
größe zusammen. Dieses Moment ist 

(25) pf[rfl]. 

Abraham, Theorie der JI. 2. Aafl. 3 
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Wir können es, nach Analogie des Impnlsmomentes tt wäg- 
barer Massen (vgl. 1, S. 34i, als „elektromagnetisches Im- 
pulsmoment“ bezeichnen; wir beziehen es, ebenso wie das 
Kraftmoment 92, anf einen festen Bezugspunkt, so daß r von 
der Zeit unabhängig wird. Alsdann gilt 




Wir erhalten daher schließlich 

(26) ßf[rX]-2- 

Diese Relation entspricht vollkommen der Rela- 
tion (19). Sie stellt das resultierende Kraftmoment 92 
dar als Vektorsumme zweier Glieder: des resultie- 
renden Momentes der an der Oberfläche des Bereiches 
angreifenden Flächenkraft I der Maxwellschen Span- 
nungen und der zeitlichen Abnahme des elektro- 
magnetischen Impulsmomentes. 

Rücken wir wieder die Begrenzungsfläche f des Feldes so 
weit ab, daß auf ihr die Feldstärken gleich NuU sind, so wird 

(26a) j» « . 

Das resultierende Kräftepaar, welches das elektro- 
magnetische Feld auf ein Körpersystem ausübt, ist 
gleich der zeitlichen Abnahme des elektromagneti- 
schen Impnlsmomentes des gesamten Feldes. 

Da die Kräftepaare, welche die Körper infolge ihrer 
mechanischen Wechselwirkung aufeinander ausüben, dem Prin- 
zipe von Wirkung und Gegenwirkung Genüge leisten, so ist 
die zeitliche Änderung des gesamten Impulsmomentes tt der 
wägbaren Massen dem resultierenden Momente der elektro- 
magnetischen Kräfte gleich zu setzen. Aus 

'l“ =92 

folgt aber nach (26 a) sofort 

(27) tt -|- ^ = Constans. 
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Die Summe aus dem mechanischen Impulsmomente 
der wägbaren Körper und dem elektromagnetischen 
Impulsmomente des Feldes ist für ein abgeschlossenes 
System konstant. 

Damit haben wir auch den verallgemeinerten zweiten 
Impulssatz aus den Grundgleichungen der Elektronentheorie 
hergeleitet. Aus ihm folgt für die Kräftepaare dasselbe, was 
aus (23) für die elektromagnetischen Wechselwirkungen der 
Körper bezüglich der Kräfte folgte: Die Kräftepaare, welche 
die Körper infolge ihrer elektromagnetischen Wechsel- 
wirkung aufeinander ausüben, widersprechen im all- 
gemeinen dem Prinzipe von Wirkung und Gegen- 
wirkung. 

Die verallgemeinerten Impulssätze (23) und (27) und die 
verallgemeinerte Energiegleichung (22 a) sind die Grundlagen, 
auf denen die Mechanik des elektromagnetischen Feldes sich 
aufbaut. 



§ 6. Die elektromagnetischen Potentiale. 

Das Grundproblem der Elektronentheorie können wir 
folgendermaßen formulieren: Gegeben sei der Anfangs- 
zustand des Feldes zur Zeit ^ 0 und außerdem, für 

<>0, die Lage und die Bewegung der Elektrizität. 
Welches ist das elektromagnetische Feld? Es handelt 
sich also um die Integration der Feldgleichungen (I) bis (IV), 
bei gegebener anfänglicher Verteilimg der Felder 6 und 
wenn p tmd f für < > 0 als Funktionen von Ort und Zeit ge- 
geben sind. Ist das elektromagnetische Feld bekannt, so ist 
durch (V) die elektromagnetische Kraft bestimmt, welche das 
Feld auf die Elektronen ausübt. 

Für stationäre Zustände, wo die Differentialquotienten von 
6 und ^ nach der Zeit in (I) und (II) fortfallen, vereinfacht 
sich die Bestimmung des Feldes. Es wird das elektrische 
Feld von dem magnetischen unabhängig; das wirbelfreie elek- 
trische Feld ist durch die Quellenverteilung p, das quellenfreie 
magnetische Feld durch die Wirbelverteilung l bestimmt. Die 

3 * 
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Integration der Gleichungen, die einerseits @ mit p, andererseits 
^ mit f verknüpfen, läßt sich in diesem Falle auf Grund der 
allgemeinen Theorie der Vektorfelder lösen, die im ersten Ab- 
schnitte des ersten Bandes dargelegt wurde. Das konstante 
elektrische Feld wird aus dem elektrostatischen Potentiale, das 
magnetische Feld des stationären elektrischen Stromes aus dem 
Vektorpotentiale abgeleitet. Durch Einführung dieser Hilfs- 
größen läßt sich die Integration der Feldgleichungen in über- 
sichtlicher Weise durchführen, wie wir im ersten Bande ge- 
sehen haben. 

Es liegt der Versuch nahe, das allgemeine Integrations- 
problem, das jetzt vorliegt, durch Einführung ähnlicher Hilfs- 
größen zu vereinfachen. Die vierte Grundgleichung lehrt, daß 
§ stets quellenfrei ist; wir genügen ihr, indem wir 

(28) p - curl « 

setzen. Von diesem allgemeineren Vektorpotential dürfen wir 
freilich nicht verlangen, daß seine Divergenz wie diejenige des 
Vektorpotentiales des stationären Feldes (I, § 28) allgemein 
gleich Null ist. 

Die Einführung von (28) in die zweite Grundgleichung 
ergibt 

Es muß demnach @ -j- — als negativer Gradient eines Skalars 
0 sich darstellen lassen; daraus folgt für ® der Ausdruck 

(2!.) e — 

Für konstante Felder fällt der DifFerentialquotient von Ä 
nach der Zeit fort und 0 reduziert sich auf das elektrostatische 
Potential. 

Den Grundgleichungen (U) und (IV) haben wir genügt, 
indem wir § und (5 durch (28) und (29) darstellten. Es 
handelt sich nun darum, den Skalar 0 und den Vektor ® so 
zu bestimmen, daß auch die Grundgleichungen (I) und (III) 
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af;erfailt sind. Wir erhalten als Bedingung hierfür die beiden 
Qtc Differentialgleichungen 

curl curlV + + v— »r = 4^1, 

ii c* dt* ' c dt ’ 

? — div V«P — divÄ = 4«p. 

~ ■ Ziehen wir die Rechnnngsregeln (|) und (p) unserer 
^ Formelzusammenstellung (Bd. I, S. 453) heran, so können wir 
'5’-‘ die zweite dieser Gleichungen schreiben 

-V*a>-;|^div« = 4;rp, 

_ und die erste 

Wir erfüllen beide Gleichungen, indem wir für 0 und V 
die partiellen Differentialgleichungen Torschreiben: 



(30) 


7W + div« = 0, 


(30a) 




(30b) 





Für ein stationäres Feld werden 0 und 91 unabhängig 
voneinander; 0 geht in das skalare Potential des elektro- 
statischen Feldes, 91 in das Vektorpotential des magnetischen 
Feldes über. Die allgemeinen, durch die Differentialgleichungen 
(30, 30a, 30 b) definierten Potentiale bezeichnen wir als 
„elektromagnetische Potentiale“, und zwar nennen wir 
0 das „skalare elektromagnetische Potential“, 91 das 
„elektromagnetische Vektorpotential“. Durch diese Be- 
nennung bringen wir zum Ausdruck, daß die allgemeineren 
Potentiale dann zur Verwendung gelangen, wenn es sich um 
einen zeitlich veränderlichen elektromagnetischen Vorgang 
handelt, bei welchem elektrisches und magnetisches Feld durch 
die Grundgleichungen miteinander verkettet sind. 
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Wir werden uns zunächst mit der Integration der Diffe- 
rentialgleichungen (30a, b) beschäftigen, in denen und Ä 
getrennt auftreten. Wir werden uns dann davon überzeugen, 
daß die erhaltene Lösung von (30a, b) auch (30) befriedigt. 
Wir sehen jetzt schon ohne weiteres ein, daß die rechten 
Seiten von (30a, b) nicht. unabhängig voneinander sind; in der 
Tat, aus (I) und (III) folgt 

(30c) i|^_ + divf = 0. 

Diese Gleichung sagt aus, daß die pro Zeiteinheit in ein 
Volumelement eintretende Menge von Elektrizität dem Zuwachs 
der elektrischen Dichte entspricht, d. h. daß Elektrizität nicht 
neugeschaffen oder vernichtet werden kann. Diese „Kon- 
tinuitätsbedingung der Elektrizität“ ist es, die p und f 
miteinander verknüpft. Die Abhängigkeit der rechten Seiten 
von (30a) und (30b) bringt es, wie wir weiter unten sehen 
werden, mit sich, daß die elektromagnetischen Potentiale der 
einschränkenden Bedingung (30) Genüge leisten. 

Wir gehen jetzt dazu über, die Differentialgleichung des 
skalaren elektromagnetischen Potentiales zu integrieren. Es 
ist zweckmäßig, eine neue Variable 

l = ct 

einzuführen; diese ist nichts anderes, als der in der Zeit t von 
einer Lichtwelle zurückgelegte Weg. Dann schreibt sich (30a) 

(31) ^’®-V*<I. = 4:rp. 

Wir denken uns, zur Zeit ^ = 0, ^ und als Funktionen 
des Ortes gegeben, also etwa 
(31a) 0 = f(x,y,z) für 1 = 0. 

(31 b) = g (x, y, z) für l = 0. 

Außerdem ist natürlich, für l > 0, p als Funktion von 
Zeit und Ort gegeben. 
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Es ist unser Ziel, für positive Zeiten ® als Funktion von 
Ort und Zeit zu ermitteln; dieses Ziel haben wir erreicht, 
wenn es uns gelingt, für einen beliebigen Aufpunkt ^ als 
Funktion von l zu berechnen. Wir greifen einen Aufpunkt P 
heraus und konstruieren um P als Mittelpunkt eine Schar von 
Kugeln mit dem veränderlichen Radius r. Wir verstehen unter 
dm den körperlichen Winkel, unter dem das Flächen elem ent 
r*dcj einer solchen Kugel vom Mittelpunkte P aus gesehen 
wird. Die Funktion O, welche der partiellen DiflPerential- 
gleichung (31) genügen soll, ist eine Funktion von vier Vari- 
abein: r, l und zwei Winkeln; die letzteren beiden Variabein 
gehen in den Ausdruck von dm ein. Die nunmehr einzuführende 
Hilfsfunktion 

(32) Sl = j'^dm 

hängt mithin nur von den Variabein r und l ab; sie ergibt, 
durch r dividiert, den für eine Kugel vom Radius r berech- 
neten Mittelwert von O. Wir wollen die Gleichung (31) in 
eine partielle Differentialgleichung für £l umformen. 

Wir wenden zu diesem Zwecke den Gaußschen Satz auf 
eine jener Kugeln an. Das über ihr Inneres erstreckte Integral 
von V* Ö» = div V 0 ist diesem Satze zufolge gleich dem über 

die Oberfläche erstreckten Integral der Normalkomponente 
des Vektors V (&; demnach gilt 

r 

^ irr^J'^*0dm — ~ ir • 

0 

Durch Differentiation nach r folgt 

r* I ^^0dm = ^dm = 0dm -|- d>dm, 

oder 

rj V*<Pöfo3 = d>dm -f- ^ f ^dm = f ^do. 
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Wir erhalten also 



Dividieren wir nun (31) durch 4jtr und integrieren über 
eine Kugelfläche vom Radius r, so folgt ' 



(33) 



a*fl , ^ 
ai’ 



wo abkürzungsweise 

(33 a) x(r,l) = rfQdco 



gesetzt ist. Da p als Funktion von Zeit und Ort gegeben ist, 
so ist X 1^0 und r ^ 0 als bekannt anzusehen. Ferner 
sind auf Grund von (31 a, b) 

(33b) ^ J r(x,y,z)dm = F(r) 

(33c) ^~=-^Jg{x,y,z)dm~ G{r) 

gegeben. 

Ist es gelungen, die Hilfsgleichung (33) zu lösen, so ist 
der gesuchte Wert von im Mittelpunkte P der Kugelschar 
unschwer zu ermitteln. Er ist nach (32) 

(34) <5(0,i)==lim(f). 



für 



i = 0 
r^O 



Das Problem, für einen beliebigen Aufpunkt zu be- 
rechnen, ist somit auf die Aufgabe zurückgeführt, die Hilfs- 
gleichung (33) unter den angegebenen Bedingungen zu inte- 
grieren. 

§ 7. Integration einer Hilfsgleiohung. 

Die Funktionen i(r, Z), F{r) und G{r) sind durch (33 a, b, c) 
zwar für positive Werte von r definiert, aber nicht für negative; 
für r “ 0 verschwinden sie. Es steht uns somit frei, die De- 
finition dieser Funktionen folgendermaßen auf negative Werte 
von r auszudehnen: 
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(35) 


Xi-r,l)°--x{+ r, l), 




(35 a) 


F(-r) ^-F(+r), 


• 


(35 b) 


G{-r) =-G(+r). 





Auf Grund dieser Daten soll nun die Aufgabe behandelt 
werden, die Differentialgleichung 



(36) 



W är* 



X (n 0 



zu integrieren, d. h. ß(r, f) für i > 0 und für beliebige positive 
und negative Werte von r zu berechnen, wenn 



(36 a) 
(36 b) 



ifö = (r) I 



für Z = 0 



gegeben sind. 

Wir erledigen die gestellte Aufgabe, indem wir das 
Riemannsche Integrationsverfahren auf die nichthomogene 
partielle Differentialgleichung (36) anwenden.*) 

Wir denken uns die unabhängigen Veränderlichen r und l 
als Abszisse und Ordinate aufgetragen. Die Anwendung des 
Stokesschen Satzes auf ein beliebiges Fläcbenstück der 
(r, Z)- Ebene ergibt 




Dabei stellt § einen ztmächst beliebigen Vektor dar. Das 
Integral zur Linken ist über das betreffende Flächenstück, das 
Integral zur Rechten über die Begrenzungskurve zu erstrecken, 
derart, daß der Umlaufssinn einer positiven Drehung um die 
dritte, der r- und Z -Achse sich zuordnende Achse eines rechts- 
händigen Koordinatensystemes entsprechen würde. Wir setzen 



nun 



Or > 



a= 



da 

dr 



*) Vgl. hierzu Eiemann-Weber, Die partiellen Differentialgleichungen 
der mathematischen Physik. Brannschweig lUOl. Bd. II, § 90, S. 224 fl. 
A. Sommerfeld, Enzyklopädie der mathem. Wissensch. II A. Art. 7 c. Nr. 13. 
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und erhalten 

(87) J -/<7. (??!-; + fj,]- 

Wir wenden diese 
Formel auf ein gleich- 
schenkliges Dreieck 
ABC an , dessen 

Grundlinie AB auf 
der r- Achse liegt, 
während die Spitze C 
auf der Seite der po- 
sitiven l gelegen ist 
(vgl. Abb. 1 J. Es seien 
a, b die Abszissen 
der Punkte A, B. Die Winkel der Schenkel AC, BÜ mit 
der Grundlinie seien gleich einem halben Rechten, so daß 
, r ~l = a die Gleichung der Geraden AC, 
r+l-l„ „ \ „ BC 

ist. Alsdanu ist längs AC 

hingegen längs BC 




dr 

C8 



dr 

ds 



dl 

ds ’ 

_ dl 
ds 



Auf AB aber ist 
dr 
ds 

Es ist daher 



^ = 0 
ds 



1, und, nach (36b), =• (r(r). 

ß^llld-s + lfdsl- 

A a 

A IV?!-: +I7I7I -.Al? 

B n 
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Folglich wird die rechte Seite von (37) 

6 

f G{t)dr + •ßj "1“ — 2Slc. 

a 

Verstehen wir jetzt unter r,l die Koordinaten des Punktes C, 
Slc^£l(r,l) 

die gesuchte Funktion. 

Der Punkt A hat nach (37 a) die Koordinaten 
a = r — 1,0, 

der Punkt B hingegen die Koordinaten 

6 = r + 1, 0 . 

Aus (36 a) folgt daher 

O)^F(r-l), 

Sig = Si (r -j- l, 0) — F (r l), 

und es ist die rechte Seite von (37) zu schreiben 

r + l 

y 9{r)dr + F{r — 1) + F{r + 1) — 2£l(r, l) . 

r-l 

Die linke Seite aber wandelt sich, durch Einführung der 
partiellen Differentialgleichung (36), in das über das Dreieck 
ABC erstreckte Flächenintegral der Funktion —xir,[) um. 
Es wird also schließlich 

r + l 

(38) 2^^(r, l) = F{r - 1) + F{r +- 1) +fG(r)dr +//i(r, l)drdl 

r-l ABC 

Damit ist die Integration der Hilfsgleichung (36) in all- 
gemeinster Weise durchgeführt. 

Die Funktionen F(r), G{r), %{r,l) waren zunächst nur für 
positive Werte- von r gegeben. Auf negative Werte dieser 
Variabein wurde ihre Definition durch die Gleichungen (35, 
35 a, b) ausgedehnt. Wir können daher schreiben 
F{r -l)^-F(l-r), 

r+l r+l t~r l+r 

f 7[r)dr =f '}{r)dr -jG(r)dr =jG{^))dr. 

r-l 0 b l-r 
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Was aber das über das Dreieck AßC der Abb. 1 erstreckte 



Plächenintegral anbelangt, so ist dasselbe nach (35) 

ffxir,l)drdl ^ fj x{r,l')(lrdl ~jyx{r,l)drdl. 



ABC 



Dabei ist OED das Dreieck, welches dem auf der Seite 
der negativen r gelegenen Teile OAD des Dreieckes ADC 
spiegelbildlich (in bezug auf die i-Achse) entspricht. Es bleibt 
also schließlich nur das über den Streifen BCDE erstreckte 
Integral von j;(r, Q übrig: 

Jfx{‘r,^drdl = ßx(r,^drdl. 

ABC BCDK 



(38 a; 



Demnach erhalten wir 

Ä(M) _ F(l + r)-F{l-r) 
r 2r 



+ 



i-t-r 

h- jG(r)dr 




■ffx(r,l)drdl. 

BCi^: 



Der Limes, dem dieser Ausdruck mit verschwindendem r 
zustrebt, bestimmt nach (34) den gesuchten Wert des skalaren 
Potentiales im Aufpunkte. 

Der Grenzwert der beiden ersten Glieder läßt sich sofort 
angeben; es ist 

(38b) Um + = F'{1), 

r = 0 ' ’ 

l+r 

(38c) lim ö*- • r G('>-)dr = 0(1). 

rssO U 
I — r 



Was aber das dritte Glied anbelangt, so ist zu beachten, 
daß r die Abszisse des Punktes C in Abb. 1 ist. Dem Grenz- 
übergang zu verschwindendem r entspricht ein Hereinrücken 
des Punktes C in die Z -Achse, wobei OB = l wird. Ist X die 
Abszisse eines Punktes der Geraden CB, so ist in der Grenz- 
lage seine Ordinate gleich (l — A). Folglich gilt in der Grenz- 
lage des Dreieckes für die Punkte der Geraden CB 
X{r, T) ■ x(A, Z- A), wo 0£X£l. 
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Zu einem dieser Geraden anliegenden schmalen Streifen 
von der Breite CD = r • Y2 wird mit verschwindendem r das 
Gebiet BCDE, über welches das Flächenintegral in (38a) zu 
erstrecken war. Wir erhalten demnach 



lim 

r = 0 






BCDK 



1 

1/2 



B 



•J’ — 



dabei stellt ds ein Element der Geraden CB vor, die unter 
45® gegen die Abszissenachse geneigt ist; die Variable l aber 
war die Abszisse der Punkte von CB. Demnach ist 



und es wird 



ds = dX-V2, 

l 

(38d) lim^-j" j‘x(r,l)drdl = Jdlx{l,l- i.) . 



Die Grenzwerte (38b, c,d) der drei Glieder in (38a) zu- 
sammenfassend, erhalten wir 

I 

lim j ) = F'(l) +G{l)+J dXxi^l-l). 



Der Wert der gesuchten Funktion d» in dem Aufpunkte P 
wird daher, mit Rücksicht auf (33 aj und (34), 

I 

(39) O»(O,0 = P'(0 + ^^(0 +/ f ^-^)- 

ö 



Nunmehr haben wir die Integration der für das skalare 
elektromagnetische Potential geltenden partiellen Differential- 
gleichung (31) durchgeführt.*) Die Funktionen F und G be- 
stimmen sich, gemäß (33b, c), aus den gegebenen Anfangs- 
werten (31 a, b) von O und Die beiden ersten Glieder von (39) 



•) Die gegebene Ableitung schließt sich an die von H. Weber für 
den Fall p = 0 ungewandte Methode an. Vgl. Riemann -Weher 1. c. 
Bd. II, § 120, S. 302 ff. und M. Abraham. Acc. dei Lincei{6) 14*, S. 7, 1905. 
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formulieren demnach den Einfluß des Anfangszustandes, während 
das dritte Glied ausgewertet werden kann, wenn die Elektrizitäts- 
verteilung in ihrer Abhängigkeit von Zeit und Ort gegeben ist. 

§ 8. Die Fortpflanzung elektromagnetischer Störungen. 

Die Formel (39) löst die partielle Differentialgleichung 
(30 a); sie bestimmt das skalare elektromagnetische Potential <P, 

wenn die Anfangswerte von und ~ bekannt sind, und 

wenn weiterhin die Dichte p der Elektrizität als Funktion der 
Zeit gegeben ist. Die Differentialgleichung (30 b) für das 
elektromagnetische Vektorpotential Ä stimmt mit (30 a) formal 
überein. Wir könnten sie mithin in ganz entsprechender Weise 

lösen, wenn die Anfangswerte von 0 und bekannt wären, 

und wenn weiterhin die Verteilung des Konvektionsstromes f 
als Funktion der Zeit gegeben wäre. Es bliebe, um die so 
erhaltene Lösung für das im Eingänge des § 0 aufgestellte 
Problem nutzbar zu machen, nur noch übrig, anzugeben, wie 
der Anfangszustand des Feldes mit den Anfangswerten der 
elektromagnetischen Potentiale und ihrer zeitlichen Änderungen 
verknüpft ist. 

Wir wollen indessen, um uns nicht in Allgemeinheiten 
zu verlieren, über den Anfangszustand des Feldes eine ganz 
bestimmte Voraussetzung machen. Wir wollen annehmen, zur 
Zeit < = 0 sei im ganzen Raume das Feld ein elektrostatisches 
gewesen. Das elektrostatische Feld ist durch die Verteilung 
der ruhenden Elektrizität bestimmt. Es kann daher die zu 
lösende Aufgabe jetzt folgendermaßen ausgesprochen werden: 
Gegeben sei die anfängliche Verteilung der ruhenden 
Elektrizität, und weiterhin die Verteilung der Elek- 
trizität und des Konvektionsstromes. Welches ist der 
Verlauf der elektromagnetischen Störung? 

Für das anfangs herrschende elektrostatische Feld geht 
das skalare elektromagnetische Potential O in das elektro- 
statische Potential 9: über. W'ir wollen sehen, was die Formel (39) 
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für den Fall ergibt, daß das zur Zeit ^ = 0 bestehende elektro- 
statische Feld auch weiterhin bestehen bleibt. Alsdann ist 

c ^ __ _ o 

und es ist, nach (31b) und (33 c), die Funktion G{r) identisch 
gleich Null. Die Funktion F{r) aber wird, nach (31a) und 
(33b), in diesem Falle gleich d^em über die Kugel mit dem 
Radius r erstreckten Integrale 

demnach wird 

Endlich ist die elektrische Dichte q von der Zeit un- 
abhängig, und daher ist p (A, Z — 1) = p (A, 0) zu setzen. 

Die Formel (39) zeigt nun, wie man den Wert des skalaren 
Potentiales, zur Zeit t, in irgendeinem Aufpunkte P zu be- 
rechnen hat: man konstruiere um P eine Kugel mit dem 
Radius l — ct. Man setze in F'(r) und G(r) an Stelle von r 
jetzt Z, d. h. man berechne den Wert dieser Integrale für die 
Kugel vom Radius Z. Endlich füge man das über das Innere 
der Kugel zu erstreckende Integral hinzu, zu dem die mit 
Elektrizität erfüllten Volum elemente Beiträge liefern. Für das 
elektrostatische Potential ergibt sich auf diese Weise 

I 

(40) 9^(0, 0=5^ f 

• 0 

Da das elektrostatische Potential von der Zeit unabhängig ist, 
so muß die rechte Seite der Gleichung denselben Wert ergeben, 
welches auch der Radius Z der Kugel sein mag. Wir können 
die Gleichung (40), nach Einführung des Flächenelementes 
df=r^dm und des Volumelementes dv = i.^dld(o = r^dr da, 
schreiben 

( 40 .) + 
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Sie drückt den Wert des elektrostatischen Potentiales im 
Mittelpunkte einer beliebigen Kugel aus als Summe eines über 
ihre Oberfläche und eines über ihr Inneres erstreckten Inte- 
grales. 

Wir wollen noch zeigen, daß diese Formel mit den auf 
anderem Wege in der Theorie des wirbelfreien Vektorfeldes 
erhaltenen Beziehungen übereinstimnit. Wir knüpfen dabei 
an die in Bd. I, § 23 angewandte Methode an, welche 
sich auf den Greenschen Satz (I., Gl. 76, S. 61) stützt. Es 

wurde daselbst ^ = y gesetzt, und der Greensche Satz alsdann 

auf ein Gebiet angewandt, das einerseits von einer kleinen, 
den Äufpunkt P einschließenden Kugel /J,, andererseits von einer 
beliebigen Fläche f begrenzt war. Die Anwendung des Green- 
schen Satzes auf dieses Gebiet ergibt: 




VV-<pV% }- 



Als Grenzwert des ersten Gliedes bei verschwindendem Radius 
der Kugel ergab sich in I, § 23 der Wert während 

das Volumintegral gleich 




war. Wir erhalten mithin 




Lassen wir die Fläche f mit einer Kugel um P zusammen- 
fallen, so ist Differentiation nach n äquivalent mit Differentia- 
tion nach es geht dann (40b) in (40a) über. Damit haben 
wir die Formel (40a), die sich hier durch Spezialisierung der 
allgemeinen, für das elektromagnetische Potential 0 geltenden 
Formel (39) ergab, auf einem unabhängigen Wege hergeleitet. 



•s 
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Die Formel (40) stellt das elektrostatische Feld dar, welches 
zur Zeit t = 0 herrscht. Ein magnetisches Feld soll zur Zeit 
t = 0 nicht vorhanden sein. Es ist demnach zur Zeit t = 0; 



« = 0 . 

Was aber die Anfangswerte der Ableitungen von und Ä 
nach der Zeit anbelangt, so folgt aus (29), da ja für 

< = 0, % — — Vqp 



< = 0 , 



^ = 0 
dt 



sein soll, daß für 
ist. 

Der Anfangswert von ^ aber ist so zu wählen, daß zur 
Zeit t = 0 die Relation (30) erfiült ist. Dies ergibt, für 



t = 0. 




Auf Grund ^er Anfangsbedingungen 

(41) (& =■ 9 , ^ = 0 für Z = ct = 0 
ergibt die Grundformel (39): 

I 

(42) 0(0, 0 = ^ f 

ü 

als Wert des skalaren elektromagnetischen Potentiales. 

Das erste, vom Anfangszustand allein abhängige Glied ist 
identisch mit dem im Ausdrucke (40) des elektrostatischen 
Potentiales auftretenden; das erklärt sich daraus, daß die An- 
fangsbedingungen (41) mit denen des elektrostatischen Feldes 
übereinstimmen. Der Unterschied gegen (40) liegt in dem von 
der Elektrizitätsverteilung abhängigen Volumintegral. Dort 
war auf der Oberfläche einer Kugel vom Radius i die durch 
Q (1, 0) gekennzeichnete anfängliche Dichte der Elektrizitäts- 
Verteilung in Rechnung zu ziehen, die ja weiterhin nicht ab- 
geändert wurde. Wir könnten dort, im Ausdrucke (40) des 
elektrostatischen Potentiales, mit demselben Rechte an Stelle 
von p (A, 0) die gleichzeitige, zur Zeit t im Abstande A vom 
Aufpunkt herrschende räumliche Dichte p (A, l) verstehen, oder 

Abraham, Theorio der Eloktrizitüt. IL 3. Aufl. 4 
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auch die räumliche Dichte in irgendeinem, dem Zeitinterralle 
von < =■ 0 bis ^ ^ angehörenden Zeitpunkte; denn in diesem 

Zeitintervalle sollte die anfängliche Dichte q (A, 0) bestehen 
bleiben. Hier, im Ausdrucke (42) des elektromagnetischen 
Potentiales, hingegen handelt es sich um eine zeitlich ver- 
änderliche Elektrizitätsverteilung; es ist, auf der Oberfläche der 
Kugel vom Radius A, die durch — gekennzeichnete 

Dichte in Rechnung zu ziehen, d. h. diejenige, welche zur Zeit 

- ^ ^ = < — J jener Kugelfläche herrschte. Es kommt für 

das Feld, welches im Au^unkte P zur Zeit t erregt wird, nicht 
die gleichzeitige Elektrizitätsverteilung im ganzen Raume in 
Betracht, sondern für jede der Kugeln diejenige elektrische 
Dichte, die daselbst zu einer um 

(42 a) T = ^ 

C 

zurückliegenden Zeit bestanden hat. Der zur Zeit t — r ent- 
sandte Beitrag trifft zur Zeit t im Au^unkte ein. Wir können 
T als „Latenszeit“, A als „Latensweg“ bezeichnen. Es folgt 
das wichtige Ergebnis: Die durch Abänderung der elek- 
trischen Dichte erregte elektromagnetische Störung 
pflanzt sich nach allen Seiten mit der Geschwindig- 
keit c im Raume fort. 

Wir erhalten das skalare elektromagnetische Potential des 
durch Abänderung der Elektrizitätsverteilung erregten Feldes, 
indem wir das elektrostatische Potential (40) des anfänglichen 
Feldes von dem skalaren Potentiale (42) des abgeänderten 
Feldes subtrahieren: 

i 

d> ( 0 , l) — (p (_ 0 , l) =j ; 

0 

Was aber das elektromagnetische Vektorpotential anbelangt, 
so entsprechen, wie wir oben gesehen haben, dem angenommenen 
Anfangszustande die Anfangsbedingungen 

« = 0, ^ = 0 für i = c# = 0. 




. j ' { p (A, ü — A) — p (A, Oj } • 
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Da nun die Differentialgleichung (30 b) formal der Gleichung 
(30 a) durchaus entspricht, so erhält man die Komponenten des 
Vektorpotentiales 91, indem man in (39) q durch die Kom- 
ponenten des Konvektionsstromes f ersetzt und, bei der Aus- 
wertung von F und G gemäß (33 b, c), f(xyz) und g(xyz) 

durch die Anfangswerte der Komponenten von 91 und ^ ersetzt. 

Unter den obigen speziellen Anfangsbedingungen nun ver- 
schwinden die so. berechneten Funktionen F und G identisch, 
und es wird 

I 

(44) 91 (0, l) =fx 

0 

Aus den durch (43) und (44) bestimmten elektro- 
magnetischen Potentialen und 91 ist, gemäß (28) und (29 j, 
das elektromagnetische Feld zu berechnen, welches 
durch die Abänderung der Elektrizitätsverteilung und 
durch den diese Abänderung begleitenden Konvektions- 
strom erregt wird. 

Um den Beweis, daß die erhaltenen Lösungen der par- 
tiellen Differentialgleichangen (30a, b) Integrale- der Feld- 
gleichungen I bis IV ergeben, zu Ende zu führen, bedarf es 
nur noch des Nachweises, daß die Gleichung (30), die und 
91 miteinander verknüpft, wirklich besteht. Das ist in der Tat 
der Fall, falls stets und überall die Kontinuitätsbedingung der 
Elektrizität (30 c); 

(45) . || -b div ! = 0 

erfüllt ist. 

Um dies zu zeigen, differentiieren wir zunächst (43) nach 
l\ da der Wert des elektrostatischen Potentiales in 

einem festen Aufpunkt, von der Zeit unabhängig ist, so gilt 

dv (0, 0 _ c 

dl 

Die rechte Seite von (43) hängt in zwiefacher Weise von l 
ab; erstens insofern, als l die obere Grenze des nach X ge- 

4 * 
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nommenen Integrales ist, zweitens dadurch, daß, für einen 
bestimmten Punkt des Raumes, p von l abhängt. Die Differen- 
tiation nach der oberen Grenze ergibt: 

0)-p(/, 0)1=0. 

9 . ' 

Es bleibt also nur der durch Differentiation des p entstehende 
Ausdruck übrig 

w») 

0 

Bei der Differentiation nach l war der Aufpunkt P fest- 
zubalten. Bei der Differentiation nach den Koordinaten ist der 
Aufpunkt, und mit ihm das ganze Kugelsystem, zu verschieben. 
Bei Berechnung des Beitrages, den ein in dem Kugelsystem 
fest zu denkendes Volumelement zum Werte von im Anf- 
punkte liefert, ist der Wert von in Rechnung zu ziehen, 
der in dem Mittelpunkte des jeweils gedeckten Volumelementes 

des Raumes zur Zeit ^ ^ herrschte. Wird nun P um di 

c 

parallel der a:- Achse verschoben, so ist zugleich das ganze 
Kugelsystem zu verschieben. Das im Kugelsystem feste Volum- 
element deckt jetzt ein anderes Volumelement des Raumes, 
und es ist der Wert von in dessen Mittelpunkte zur Zeit 

-- — in Rechnung zu ziehen, d. h. ein um dx größerer 
Wert als vorhin. So ergibt sich 

I 

(45b) divW =y {div 

ö 

Addieren wir die durch (45a, b) gegebenen Werte von 
^ und div 81 im Aufpunkte P, so erhalten wir 

I 

(45c) ^ + div« =y* Idk^ 

U 

Die Relation 

(46) ^ + div « = 0 
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erweist sich demnach zur Zeit t als erfüllt, falls die 
bewegte Elektrizität bis zur Zeit t überall der Kon- 
tinuitätsbedingung (45) Genüge geleistet hat. 

Aus den Entwickelungen des § 6 folgt nun ohne weiteres, 
daß die aus den elektromagnetischen Potentialen 81 gemäß 
(28) und (29) abzuleitenden Vektoren 6, § wirklich den Feld- 
gleichungen I bis IV Genüge leisten. Die Gleichungen (43) 
und (44) lösen das Problem, welches uns jetzt beschäftigt. Sie 
bestimmen die Störung des ursprünglichen elektrostatischen 
Feldes, wenn die anfängliche Verteilung der ruhenden Elek- 
trizität und weiterhin ihre Bewegung gegeben ist. 

Wir können die Lösung noch auf eine andere Form bringen, 
indem wir den Hilfsvektor einführen: 

I t 

(47) q = j\dl = c fldi . 

0 ö 



Wir tragen der Kontinuitätsbedingung (45) Rechnung, 
indem wir schreiben: 



f l 

div P ^ ~ f 



dl = - 



Qi- Po) 



Es gibt also der Vektor q durch seine negativ genommene 
Divergenz 

(47 a) -divq = p,-po 



den Überschuß der jeweiligen elektrischen Dichte über die 
anfängliche Dichte an, während seine Ableitung nach l 

3q 

dl 



(47b) 



t 



die Dichte des Konvektionsstromes darstellt. Diese beiden 
Größen waren es, welche in (43) und (44) auftraten. 

Bestimmen wir jetzt einen neuen Vektor 3 folgendermaßen: 
1 

(48) S(0,I) =ßd^Jdaq(X,l - i), 

0 

so gelangen wir durch Bildung der negativen Divergenz bzw. 
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der zeitlichen Ableitung zu (43) und (44) zurück. In der 
Tat, diflFerentiieren wir nach l, so erhalten wir zwei Glieder 

I 

« - '/ + f f 

0 

das erste Glied ist gleich Null, weil, nach (47), q für / = 0 
verschwindet. Nach (44 t und (47 b) folgt demnach 

(48a) « = 

Bildet man andererseits die Divergenz von 3 gemäß den 
bei der Ableitung an (45 b) angegebenen Regeln, so folgt, mit 
Rücksicht auf (43) und (47 a), 

(48 b) r— 9? = — div 3- 

Der Vektor 3 steUt ein den elektrom.ignetischen Potentialen 
<P, Ä übergeordnetes Potential dar. Die Beziehungen (48a,b) 
lassen sofort erkennen, daß die Relation (46) allgemein erfüUt 
ist. Wir woUen 3 den „Hertzschen Vektor“ nennen; wie 
wir im nächsten Paragraphen sehen werden, erhalten wir näm- 
lich durch Spezialisierung des durch (48) definierten Vektors 
die sogenannte „Hertzsche Funktion“, durch deren Ableitungen 
zweiter Ordnung nach der Zeit und nach den Koordinaten das 
elektromagnetische Feld eines Dipols sich darstellen läßt. Aus 
(48a, b) in Verbindung mit (28) und (29) ergeben sich zwischen 
den elektromagnetischen Vektoren imd dem Hertzschen Vektor 
die Beziehungen: 

(48 c) ^ = curlg^, 

(48d) e-6o= Vdiv3-^^3- 

Hier stellt das ursprüngliche elektrostatische Feld vor. 
Die Formeln (48c, d) stellen den Verlauf einer be- 
liebigen elektromagnetischen Störung mit Hilfe des 
Hertzschen Vektors dar. 

Wir haben bisher immer die anfängliche Verteilung der 
ruhenden Elektrizilnt als gegeben angenommen. Man wird. 



•a.. 
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um sicher zu sein, daß die Energie und der Impuls des elektro- 
magnetischen Feldes endlich sind, meist von einem elektro- 
statischen Anfangszustande ausgehen. Unter Umständen kann es 
indessen verkommen, daß dieser Anfangszustand bereits sein- 
weit zurückliegt, und daß seine Kenntnis daher für das Feld 
in endlichen Entfernungen von dem Elektronensystem nicht 
von Belang ist. In diesem Falle wird man wünschen, die 
Formeln von dem elektrostatischen Potentiale <p zu befreien. 

Liegt der Anfangszustand so weit zurück, daß die Kugel, 
die um den Aufpunkt P mit dem Radius l = ct geschlagen 
ist, die gesamte Elektrizität des ursprünglichen elektrostatischen 
Feldes einschließt, so ist das elektrostatische Potential im Auf- 
punkte 

I 

(49) <p (0,1) = I^XdX jdcoQ{X,Qi). 

0 

Denn, da außerhalb der Kugel l in dem elektrostatischen Felde 
sich keine Elektrizität befindet, so ist diese Formel dem Sinne 
nach völlig identisch mit 

30 

(49a) cp{0,l) = Ildk^dcoQ (X,0), 

0 

was wieder nur eine andere Form des in Bd. I, § 23 für das 
elektrostatische Potential erhaltenen Ausdrucks (83) 

(49b) <P=ßl' 

ist. 

Soll das Feld zur Zeit < = 0 wirklich durchweg ein elektro- 
statischer sein, so darf vor diesem Zeitpunkte die Elektrizität 
sich nicht bewegt haben. Es ist dann zu setzen 

p (r, 1) = p (r, 0) für l<0 

und daher 

p (A, 1 — A) = p (A, 0) für A > 1. 

Es kann demnach in (43) ohne weiteres als obere Grenze A = oo 
statt l gesetzt werden, ohne den Wert der rechten Seite zu 






Digitized by Google 




56 Erster Abschnitt. Feld und Bewegung einzelner Elektronen. § 8. 

ändern. Demnach folgt, mit Rücksicht auf (49a) als Wert des 
skalaren elektromagnetischen Potentiales: 

(50) = l‘kdkjd(0Q{k,l — k). 

0 

Andererseits ist, da zu negativen Zeiten die Elektrizität 
sich nicht bewegt hat, 

!(r,0“0 für i<0 

und daher 

f (A, i - A) = 0 für ;i > i. 

Es kann somit auch in (44) die Integration ohne weiteres bis 
zur oberen Grenze A = cx> ausgedehnt werden; man erhält dem* 
nach als Ausdruck des elektromagnetisches Vektor- 
potentiales: 

CC 

(50a) « = fkdkldcot(k, l - k). 

0 

Diese Formeln für die elektromagnetischen Potentiale ent- 
halten keine Beziehung zur anfänglichen Verteilung der Elek- 
trizität. Sie gestatten folgende anschauliche Deutung: 

Man denke sich um den Aufpunkt eine Kugel mit dem 
veränderlichen Radius A geschlagen. Diese Kugel soll sich 
mit Lichtgeschwindigkeit kontrahieren, derart, daß sie zur 
Zeit t im Aufpunkte eintriflFt. Zur Zeit t — t ist ihr Radius 
CT = A. Diese Kugel fegt nun gewissermaßen das Feld ab. 
Wo sie Elektrizität und Konvektionsstrom antrifft, da fängt 
sie die Beiträge ab 

(51) d0 = kdkßioQ^kfl — k), 

(51a) d^ ^ kdkjliat{k,l — k), 

welche nach Durchlaufung des Latensweges A im Aufpunkte 
eintreffen. Es ist demnach für jedes Volumelement des Raumes 
diejenige Dichte der Elektrizität und des Konvektionsstromes 
in Rechnung zu setzen, welche die Kugel auf ihrem Wege an- 
trifft; die Division durch den Kugelradius ergibt den Beitrag 
zum skalaren und zum Vektorpotentiale. Diese Beiträge eilen 
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mit Lichtgeschwindigkeit fort. Die Zusammensetzung aller 
Beiträge, d. h. die Integration nach A, ergibt die Werte der 
elektromagnetischen Potentiale im Aufpunkte, gemäß den 
Formeln (50, 50a). 

Wir können diese Formeln auch schreiben 



(51b) 




(51c) 





Dabei sind die Integrationen über den gesamten Raum 
auszudehnen, ebenso wie in der Formel (49b) für das elektro- 
statische Potential. Der Unterschied liegt nur darin, daß nicht 
die jeweilige Dichte der Elektrizität und des Konvektions- 
stromes in Rechnung zu setzen ist, sondern, wie der Index 

t — ^ anzeigt, diejenige Dichte, welche zu einem um die 
Latenszeit ^ ~ früheren Zeitpunkte in dem betreffenden 

Volumelemente herrschte. 

Die Potentiale (51b, c) sind von H. Poincare, E. Beltrami, 
V. V olterra, H. A. Lorentz, T. Levi-Civita und anderen Forschem 
angewandt worden. Meist werden sie dem elektrostatischen 
Potentiale (49b) als „retardierte Potentiale“, d. h. ver- 
spätete oder verzögerte Potentiale gegenübergestellt. 

Die in (50,50a) gegebene Darstellung der elektro- 
magnetischen Potentiale durch einfache Integrale 
über den Latensweg, auf die wir hier unmittelbar 
geführt wurden, wird sich für die Ermittelung des 
Feldes bewegter Elektronen als besonders geeignet 
erweisen. 

Die Formel (48) für den Hertzschen Vektor können wir 
gleichfalls, wenn der Anfangszustand hinreichend weit zurück 
liegt, auf die Forai bringen 

oe 

3 = jXdX I ~ X) 
h 
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und können sie, ähnlich wie (50) und (50a), durch Betrachtung 
der auf den Au^unkt hin mit Lichtgeschwindigkeit sich kon- 
trahierenden Kugel anschaulich deuten. Wir können sie auch 
auf die zu (51b, c) analoge Form bringen 



Zweites Kapitel. 

Die Wellenstrahlnng einer bewegten Punktladung. 

§ 9. Elektromagnetisches Modell einer Lichtquelle. 

Die Entwickelungen des letzten Part^aphen haben uns 
gezeigt, daß der Raum die elektromagnetischen Wellen zwar 
fortpflanzt, daß aber in dem leeren Raume elektrische Störungen 
nicht entstehen können. Die Quellen der elektromagnetischen 
Störungen liegen in der bewegten Elektrizität. Da wir nun 
das Licht als elektromagnetische WeUenstrahluug zu betrachten 
gelernt haben, so werden wir zu dem Schlüsse geführt, daß 
im Innern der lichtemittierenden Moleküle die Elektrizität in 
Bewegung begrilfen ist. Das einfachste denkbare elektromagne- 
tische Modell einer Lichtquelle erhalten wir, wenn wir ein 
einziges Elektron um seine Gleichgewichtslage schwingend an- 
nehmen. 

Auf Grund der allgemeinen Ansätze des vorigen Para- 
graphen können w'ir das elektromagnetische Feld eines beliebig 
bewegten Elektrons bestimmen. Wir wollen indessen das vor- 
liegende Problem zunächst unter gewissen Einschränkungen 
behandeln, Einschränkungen, die wir dann in den folgenden 
Paragraphen wieder beseitigen werden. Wir woRen in Betracht 
ziehen, daß die Bewegung des lichtaussendenden Elektrons nur 
auf molekulare Bereiche sich erstreckt, daß also seine Ent- 
fernung aus der Gleichgewichtslage klein ist gegen diejenigen 
Entfernungen, in denen man das entsandte Licht wahmimmt. 
Ferner soll die Geschwindigkeit des Elektrons als klein gegen 
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die Lichtgeschwindigkeit angenommen werden. Die Glei- 
chung (51 d) des vorigen Abschnittes führt uns in diesem Falle 
ohne weiteres zum Ausdrucke des Hertzschen Vektors. Es 
kommt auf den Wert des, gemäß (47) und (10) bestimmten 
Vektors , < 

q = cj'tdt = I^Qüdt 
0 ') 

zur Zeit t — — an: da diese Zeit, wie auch der Abstand r vom 

Aufpimkte, unter den gemachten Einschränkungen för alle 
Punkte des Elektrons den gleichen Wert hat, so wird, wenn 
wir uns das Elektron als Ganzes verschoben denken, die 
Elongation « 

fidt zur Zeit t — 

0 

für alle Punkte des Elektrons merklich die gleiche sein. Setzen 
wir nun abkürzungsweise für das Produkt aus Ladung und 
Elongation den Vektor p: 

t 

(52) ejvdt = pd), 

0 

indem wir, statt der Zeit t, den Lichtweg ct als Unabhängige 
einführen, so ergibt die Integration über das Volumen des Elek- 
trons, gemäß (51 d), als Ausdruck des Hertzschen Vektors: 

(52a) 

Wir wollen voraussetzen, daß zur Zeit ^ = 0 das Elektron 
in seiner Gleichgewichtslage sich befindet, und daß dann das 
Molekül kein elektrostatisches Feld erregt. Alsdann ist in (48 b) 
das anfängliche elektrostatische Potential (p gleich Null zu 
setzen, und es wird das skalare elektromagnetische Potential 

(52b) ^ = _div{’’^'7'-^). 

Bei der Berechnung der Divergenz des Produktes aus dem 
Skalar ^ und dem Vektor p ist die Formel (i) der Zusammen- 
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Stellung in Bd. I, S. 453 heranzuziehen, und es ist zu beachten, 
daß das Argument von )) die Entfernung r enthält; es wird 

(52c) <& = - ‘) + J «I (/ - r), V„r), 



WO 



i »(0 = 



dp(0 

dl 



f s 
c 



die elektromagnetisch gemessene Stromstärke des Strom- 
elementes ist, welches das bewegte Elektron darstellt. Dieselbe 
geht auch in den aus (48 a) folgenden Ausdruck des elektro- 
magnetischen Vektorpotentiales ein: 

(52 d) « = 



Das erste Glied in (52 c) i.st ganz analog gebaut, wie der 
Ausdruck für das Potential einer Doppelquelle (Bd. I, Gl. 81, 
S. 66), vom Momente — r). Dieses Glied kommt in der 
Nähe des Erregungszentrums ausschließlich in Betracht; das 
sieht man sofort ein, wenn man 



(52 e) 








setzt und dabei unter tg einen Einheitsvektor versteht, welcher 
der Richtung nach mit dem vom Erregungszentmm nach dem 
Aufpunkte hin gezogenen Radiusvektor r übereinstimmt; dann 
wird 

(52f) (r„ 1» G -»•)) + 7 (ti, ii (? - r)) • 

Es entsteht nun weiter die Aufgabe, aus den elektro- 
magnetischen Potentialen die Vektoren § abzuleiten. Wir 
ziehen es vor, statt diese durch Vektorkalkül zu berechnen 
eine Komponentenzerlegung vorzunehmen, erstens, weil so die 
Größenordnung der verschiedenen Glieder sich besser über- 
sehen läßt, und zweitens, weil dabei die Beziehung unserer 
Entwickelungen zu der grundlegenden Arbeit von Heinrich 
Hertz ^*) deutlicher hervortritt. Wir berechnen den Beitrag, den 
die ^-Komponente des Vektors p zum Felde liefert; führt das 
Elektron Schwingungen parallel der 2 -Achse aus, so stellen die 



k. 
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betreffenden Anteile der Feldstärken bereits vollständig das 
Feld dar. Der Hertzsche Vektor geht in die Funktion 



(53) 






über, die Hertz mit TI bezeichnet hat, imd die von manchen 
Autoren die „Hertzsche Funktion“ genannt wird. Aus ihr 
sind die Komponenten der Feldstärken gemäß (48 c, d) ab- 
zuleiten. Es ist 

3*3 .. 9*3 



(53 b) 






3*3, 
dxdz ’ 






3*3, 
dyde ’ 




3*3, 
3Z* ■ 



Die Ausführung der Differentiationen ergibt 







3X2 

r‘ 


+ Pr +^.- 


xz 

JTs f 


(53 c) 


Pr 


3yz 

r"~ 


+ Ä. • + ii. ■ 


t 




a H 3«*- 


r* . 3z* — r" . .. 


£T* — r=* 








= _ « . y _ ä . y 

r f r Z 




(53 d) 






, . a; . .. X 

== + • p» + Pi ■ p«> 










0 




Dabei sind es 


die 


dp d*p 

Werte von p„ und für den 



Argumentwert {I — f), die für das Feld im Aufpunkte in Be- 
tracht kommen. Dieses Argument braucht jetzt, als selbst- 
verständlich, nicht mehr in den Formeln zum Ausdruck ge- 
bracht zu werden. 

Führt das Elektron in der Lichtquelle einfach harmonische 
Schwingungen aus, so daß etwa in (53 c, d) 

p, = h 
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zu setzen ist, so yerhalten sich die Amplituden der drei Glieder 
z. B. im Ausdrucke der Komponenten von Cf wie 




Es ist demnach, wenn die Entfernung vom lichtaussendenden 
Molekül klein gegen die Wellenlänge des entsandten Lichtes 
ist, nur das erste Glied zu berücksichtigen. Dort, wo man 
die Lichtstrahlung beobachtet, ist im Gegenteil 2xr groß gegen 
A; hier hängt Cf — und dasselbe gilt von dem magnetischen 
Vektor § — nur von fi ab; die Feldstärken nehmen hier, 
wenn die Welle sich immer weiter ausbreitet, umgekehrt pro- 
portional der Entfernung vom Wellenzentrum ah. Das Gebiet, 
in dem dieses stattfindet, wird die „Wellenzone“ genannt. 

Wir wollen die Ausdrücke der Feldstärken Ln der Wellen- 
zone sogleich in vektorieller Schreibweise angeben. Wir über- 
sehen leicht, daß wir die zu i) proportionalen Glieder in (53c, d) 
und die aus ihnen durch zyklische Vertauschung von x, y, z 
entstehenden, welche Schwingungen parallel der x- bzw. der 
«/-Achse entsprechen, folgendermaßen in Vektorgleichungen 
zusammenfassen können: 



(54) 






Dabei ist nach 
(54a) 



(52) 




e db 
c* dt 



der Beschleunigimg des Elektrons proportional. 

Denken wir uns nun die vom schwingenden Elektron ent- 
sandten Wellen von einem beliebigen Aufpunkte aus beobachtet, 
so hängen die Feldstärken nur von dem Vektor 

[tiÜ] 

ab. Es kommt für den Beobachter allein die Pro- 
jektion der Schwingung auf eine zur Blickrichtung 
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senkreclite Ebene in Betracht. Das äußere Produkt aus 
dem Einheitsvektor tj und liegt in dieser Ebene; es ist dem 
Betrage nach gleich, der Richtimg nach senkrecht zu der 
Projektion von |i; ihm parallel ist nach (54) der magnetische 
Vektor der entsandten Wellen, der die Polarisationsebene des 
Lichtes bestimmt. Der Beobachter wird demnach geradlinig 
polarisiertes Licht wahmehmen, wenn die Projektion der Elek- 
tronenbewegung auf die zur Blickrichtung senkrechte Ebene eine 
geradlinige Schwingung ist, und zwar wird die Schwingungs- 
richtung in jener Ebene senkrecht auf der Polarisationsebene 
des entsandten Lichtes sein. Ist hingegen die Projektion der 
Bewegung des Elektrons auf jene Ebene eine Kreisschwingung, 
so wird der Beobachter zirkular polarisiertes Licht wahmehmen, 
und zwar rechts- oder linkszirkulares, je nachdem die Kreis- 
schwingung rechts herum oder links herum (im Sinne des Uhr- 
zeigers oder im entgegengesetzten) um die Blickrichtung statt- 
findet; denn bei einer Kreisbewegung rotieren Fahrstrahl, Ge- 
schwindigkeits- und Beschleunigungsvektor in dem gleichen 
Sinne. 

Nach (54) bilden @, § und tj ein System von drei auf- 
einander senkrechten Vektoren, und zwar folgen t^, — § und 
oder 6, tj aufeinander wie die Achsen eines rechtshändigen 
Koordinatensystems. Es liegt mithin ® in der Wellenebene 
senkrecht zu also parallel der Projektion des Vektors ^ 
(d. h. des Beschleunigungsvektors) auf die zur Blickrichtung 
senkrechte Ebene. Der Betrag von (S ist demjenigen von ^ 
gleich. Es liegen demnach hier in der Wellenzone dieselben 
Verhältnisse vor wie bei ebenen elektromagnetischen Wellen 
(vgl. Bd. I, § 75). Nur ändern sich bei ebenen Wellen die 
Amplituden während der Fortpflanzxmg nicht, während hier, 
bei den Kugel wellen, die Amplituden der Feldstärken mit der 
reziproken Entfernung vom Zentrum abnehmen. 

Der Strahlvektor ® ist nach Gleichung (13) durch das 
äußere Produkt von @ und ^ gegeben. Er weist also parallel 
dem Radiusvektor, was der Beobachtung entspricht. Da @, $ 

ein System wechselseitig aufeinander senkrechter Richtungen 
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bilden und die Beträge von (ü und ^ einander gleich sind, 
ist der Betrag von S: 



(54 b) 




(5| 



c 

in 




SO 



Bezeichnen wir mit ^ den Winkel der Vektoren r, und p, 
80 wird 



(54 c) 



S 



inr 



, sin* ö’ 



die Strahlung, die in der Sekunde durch die Flächeneinheit 
einer Kugel vom Radius r hindurchtritt; sie hängt gemäß (54a ) 
von der Ladung e und von der Beschleunigung des Elektrons 
ab, und zwar selbstverständlich von derjenigen Beschleunigung, 
die stattfand, als die Welle entsandt wurde. Die Strahlung ver- 
schwindet für •9' = 0 und & = 3t, d. h. für die Richtung des 
Beschleimigungsvektors und für die entgegengesetzte Richtung; 
sie ist am größten für ö’ = -y, d. h. senkrecht zur Beschleu- 
nigungsrichtung. Die Integration über die ganze Kugel ergibt 
als Gesamtstrahlung 



« +1 
j' Sdf = ■ 27t j ({& sin* •9’ = g 



cp* 



Der Radius der Kugel ist hier herausgefallen; es tritt also 
durch alle von der Welle durchsetzten konzentrischen Kugeln 
der Wellenzone die gleiche Energiemenge hindurch. Diese 
Energie hat sich von dem schwingenden Elektron losgelöst 
und durcheilt in Form von Wellenstrahlung den Raum, wo 
sie je nach der Frequenz der Schwingungen als ultraviolettes, 
sichtbares oder ultrarotes Licht wahrgenommen wird. Diese in 
Wellenstrahlung verwandelte Energiemenge wird der Lichtquelle 
entzogen; die in der Sekunde entzogene Energie ist nach (54a) 
_ dW 
dt 



(55) 



2 .... 



3 c’ 



(iö\2 






} 



Ist die Schwingung eine einfach harmonische, und ist A 
ihre Wellenlänge im Raume, so ist 
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daher wird der Energieverlust durch Strahlung 



(55 a) 



dW 32jt*c j 

dt ~ 3t‘ ■ • 



Die pro Zeiteinheit durch Strahlung verlorene 
Energie ist um so größer, je kleiner hei gegebener 
Schwingungsamplitude.die Wellenlänge ist. Sie steigt 
bei abnehmender Wellenlänge umgekehrt proportional 
der vierten Potenz der Wellenlänge an. Die Schwin- 
gungen erfahren mithin eine Dämpfung durch Strahlung. 
Eine solche Dämpfung ist zuerst von H. Hertz in der oben 
erwähnten Arbeit theoretisch abgeleitet worden. 

Wir wollen jetzt die Frage erörtern, inwieweit dieses ein- 
fachste elektromagnetische Modell einer Lichtquelle geeignet 
ist, von dem Vorgänge der Lichtemission ein naturgetreues 
Bild zu geben. Wir woUen zunächst, das Resultat der Unter- 
suchungen Zeemans (vgl. § 10) vorwegnehmend, voraussetzen, 
daß das negative Elektron es ist, welches in der Lichtquelle 
schwingt, und wollen dem negativen Elektron diejenigen Eigen- 
schaften zuschreiben, die wir in § 2 bei Besprechung der 
Kathoden strahlen kennen gelernt haben. Wir haben der mathe- 
matischen Behandlung den Fall zugrunde gelegt, daß vor Be- 
ginn des Schwingungsvorganges das Molekül nach außen hin 
unelektrisch ist. Die einfachste dementsprechende Hypothese 
würde die sein, daß das Molekül aus einem positiven und einem 
negativen Elektron besteht, deren Mittelpunkte anfangs zu- 
sammenfallen. Wird nun das negative Elektron verschoben, 
während das positive in Ruhe bleibt, so entsteht ein elek- 
trischer Dipol. Unter dem Momente eines solchen Dipols 
wird man entsprechend dem Momente einer Doppelquelle 
(Bd. I, § 22) einen Vektor zu verstehen haben, der von der 
negativen Ladung zur positiven weist, und dessen Betrag gleich 
dem Produkte aus dem Abstand der Mittelpunkte beider Elek- 
tronen imd der Ladung des positiven ist. Das ist aber nichts 
anderes, als der durch (52) definierte Vektor p, d. h. der von 
der ruhenden positiven zur bewegten negativen Ladung weisende 

Abraham, Theorie der Elektrizität. II. 2. Aufl. 5 
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Fahrstrahl, multipliziert mit der negativen Ladung des bewegten 
Elektrons. Das Feld eines der z-Achse parallelen Dipols bringen 
die Formeln (nllc, d) zur Darstellung. 

Wollen wir nun erklären, wieso etwa das Licht des Queck- 
silberdampfes aus einzelnen feinen Spektrallinien besteht, so 
müssen wir den in den Molekülen bewegten Elektronen gewisse 
Eigenschwingungen zuschreiben. Um die Existenz dieser Eigen- 
schwingungen zu verstehen, nimmt die Elektronentheorie an, 
daß auf die Elektronen gewisse quasielastische Kräfte 
wirken, d. h. Kräfte, welche der jeweiligen Entfernung aus der 
Gleichgewichtslage proportional sind. Da die Elektronen Träg- 
heit besitzen, so würde hierdurch die Möglichkeit von Eigen- 
schwingungen bestimmter Frequenz gegeben sein. Freilich ist 
so nur ein Rätsel auf ein anderes zurückgeführt. Denn es ent- 
steht nun die Frage, welcher Art jene quasielastische Kraft 
ist, ob sie ihrerseits elektrischen Ursprunges ist, etwa von der 
positiven Elektrizität herrührend, oder ob sie von der wägbaren 
Materie auf die Elektronen ausgeübt wird. Auch die große 
Zahl der Spektrallinien jedes einzelnen chemischen Elementes 
bereitet der Erklärung Schwierigkeiten. Soll man annehmen, 
daß jedes Molekül des Quecksilberdampfes alle die Spektral- 
linien aussendet, oder strahlt das eine Molekül diese, das andere 
jene Linie aus? Im ersteren Falle wäre dem Molekül eine 
große Zahl elektrischer Eigenschwingungen zuzuschreiben, und 
das einfache Modell des elektrischen Dipols würde dann nicht 
zur Darstellung des Feldes ausreichen. Im zweiten Fall jedoch 
würde die Existenz der merkwürdigen Gesetzmäßigkeiten, welche 
die Spektrallinien mancher Körper aufweisen, schwer verständ- 
lich sein. Die Fragen der molekularen Struktur, die mit dem 
Probleme der Spektrallinien Zusammenhängen, sind leider noch 
wenig aufgeklärt. Wir müssen uns damit begnügen, an unserem 
einfachsten elektromagnetischen Modell festhaltend, jede Spek- 
trallinie einem anderen Dipol zuzuschreiben und die Eigen- 
schwingungen formal durch Einführung quasielastischer Kräfte 
zur Darstellung zu bringen. Wir gelangen so zu einem Ansatz, 
der als Arbeitshypothese gute Dienste leistet. 
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Wir setzen die Schwingungsgleichung des elektrisclien 
Dipols in der Form an: 

(56) + 

nach (52) können wir schreiben 

(56a) = 

Hier steht rechts die quasielastische Kraft, welche das mit 
der trägen Masse m behaftete Elektron in die Gleichgewichts- 
lage zurückzieht. Der Verlauf des Schwingungsvorgangs wird 
von den Anfangsbedingungen abhängen; wir können uns etwa 
vorstellen, daß durch den Zusammenstoß mit einem anderen 
Molekül die Schwingungen des Elektrons angeregt werden. 
Wie dem auch sei, jedenfalls wird während der Schwingung 
das Zeitmittel der kinetischen Energie dem Zeitmittel der 
potentiellen gleich sein. Die gesamte Energie des schwingenden 
Dipols ist, wenn wir zunächst von der Dämpfung absehen, 
konstant; sie beträgt 

(56b) Q*, 

wobei die horizontalen Striche die Bildung des zeitlichen Mittel- 
wertes andeuten. 

Wir haben jedoch oben gesehen, daß der schwingende 
Dipol fortgesetzt Energie ausstrahlt. Diese Ausstrahlung wird 
nun zu einer Dämpfung der Schwingungen Veranlassung geben 
müssen. Wir woUen den Betrag dieser Dämpfung berechnen. 
Aus (55) folgt 

für die Abnahme der Schwingungsenergie, berechnet auf den 
Lichfrweg i = 1 cm, d. h. die Abnahme während der Zeit 

t = — = \ 10“ sec. 
c 3 

Während dieser Zeit hat das Elektron eine große Zahl 
von Schwingungen ausgeführt — 2 • 10* für 1 = 5 • 10“ ® cm — , 

5 * 
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so daß die Mittelwertsbildong über sehr viele Schwingungen 
gerechtfertigt ist. Andererseits können wir (56b) nach Ein- 
führung der spezifischen Ladung des Elektrons (Gl. 9) schreiben: 

(56d) = 



Da die Punkte in 
so gilt 



P, 

jj“: 



<1 

P’ 



Differentiation nach l andeuten. 



Wir erhalten daher 



dln B 
dl 



— V^ /2^\- 

■3 c Irj ■ 



Es nimmt somit die Schwingungsenergie nach dem Gesetze ab: 
(56 e) TV = 



wo der Abklingungskoeffizient 



(56f) 



y 



87t* jje 
~.H' c1‘ 



zu setzen ist. Dasselbe Eiponentialgesetz gilt für die Ab- 
nahme der Intensität der entsandten Strahlung; dem Licht- 
wege 1 cm entspricht ein Herabsinken der Lichtintensität auf 
den Bruchteil 

Nun läßt sich aus Interferenzversuchen eine obere Grenze 
für die Abnahme der Strahlungsintensität gewinnen. Für 
manche Spektrallinien, z. B. für die grüne Qüecksilberlinie, 
haben sich nämlich Interferenzen bei sehr hohen Gangunter- 
schieden hersteilen lassen. Die Verfeinerung der Technik solcher 
Interferenzversuche, um die sich A. Michelson, 0. Lummer und 
andere Experimentatoren verdient gemacht haben, hat zu sicht- 
baren Interferenzen noch bei Gangunterschieden von 50 cm 
geführt. Wäre nun die Abklingungskonstante y so groß, daß 
sich auf einem Lichtwege von 40 cm ein Herabsinken der 
Intensität des Lichtes auf ein Hundertstel ihres W^ertes oder 
einen noch geringeren Bruchteil ergäbe, so könnte die Theorie 
von diesen Interferenzversuchen nicht Rechenschaft geben. Wir 
wollen sehen, welcher Wert von y sich aus (56 f) ergibt. 
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Wir setzen für e und rj die in (2) und (9) angegebenen 
Werte ein, nehmen A =— 5- 10“ ® an und finden 

y ~ “S“ ' 3 • 10"> • 25 • i0~‘® — *2 • tt» . 

Daraus ergibt sich für einen Lichtweg von 50 cm ein 
Herabsinken der Lichtintensität auf den Bruchteil 

g-y-iO ^ g-0,1 Q 9 . 

es würde hiernach bei einem Gangunterschied von 50 cm noch 
sehr wohl eine Interferenz bemerkbar sein. Man könnte sich 
eher darüber wundern, daß nicht bei noch höheren Gangunter- 
schieden Interferenzen sich hersteUen lassen. Allein außer der 
Dämpfung durch Strahlung dürften noch andere Ursachen mit- 
spielen, die den regelmäßigen Verlauf des Schwingungsvorganges 
beeinträchtigen. So dürfte z. B. beim Stoße zweier Moleküle 
des Dampfes der ursprüngliche Schwingungsvorgang gestört 
und eine neue, mit einer andern Phase einsetzende Schwingimg 
eingeleitet werden. 

In der Schwingungsgleiclnmg (56) bzw. (56a) ist der 
Dämpfung durch Strahlung nicht Rechnung getragen worden. 
Wir wollen jetzt nachträglich die Schwingimgsgleichung so 
modifizieren, daß der durch (55) in allgemeinster Weise an- 
gegebene Energieverlust zum Ausdrucke gelangt. Wir führen 
in (56a) eine „dissipative Kraft Ä*“ ein, indem wir schreiben 

Diese dissipative Kraft Ä* stellt die Rückwirkung der 
Strahlung auf das bewegte Elektron dar. Ihre Arbeits- 
leistung muß mit dem Energieverluste ( 55) durch die Relation 
verknüpft sein: 




dabei bezeichnen zwei, etwa durch eine ganze Schwingung 
getrennte Zeitpunkte, zu denen die Beschleunigung des Elek- 
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trons gleich Null ist. Während des Zeitintervalles von bis 
wird eine bestimmte Energiemenge entsandt; dieser muß die 
gesamte, in der gleichen Zeit von der rückwirkenden Kraft Sf 
geleistete Arbeit entgegengesetzt gleich sein. Würde etwa zur 
Zeit die ungleichförmige Bewegung des Elektrons beginnen 
und zur Zeit endigen, so würde die gesamte Arbeit von Sf 
und die gesamte Energie der entsandten Wellenstrahlung durch 
den Ausdruck (57 aj gegeben sein. 

Wir können nun die rechte Seite von (57 a) durch partielle 
Integration umformen; da die Beschleunigung an den Grenzen 
des Integrationsintervalles verschwindet, so wird 




Wir erfüllen 
wir setzen 



(58) 



also die Energiegleichung, 



Sf 



2 e* 

3 c* di* ’ 



indem 



d. h. indem wir die Reaktionskraft der Strahlung dem 
zweiten Differentialquotienten des Geschwindigkeits- 
vektors nach der Zeit proportional annehmen. 

Durch Einführung des Ausdruckes (58) von Ä* in (57) 
erhalten wir 



(58 a) 




m 

e 






e*d*6 

fdt* 






diese allgemeine Schwingungsgleichung tritt nunmehr an Stelle 
von (56 a). Gemäß (52) kaim hierfür geschrieben werden 



(58 b) 



d*|i 

dt* 



2 e* d’p 

3 mc* dt* 



+ = 0 . 



Die Schwingungsgleichung des elektrischen Di- 
poles wird also bei Berücksichtigung der Strahlungs- 
dämpfung eine Differentialgleichung dritter Ord- 
nung**). 

Man könnte nun gegen die obige Ableitung des Ausdrucks 
(58) einwenden, daß durch die Energiegleichung allein die 
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Reaktionskraft ft' nicht eindeutig bestimmt ist, und könnte 
versuchen, dieselbe durch den allgemeinen Ansatz darzustellen 



ftr* = «jö + «i 



db 

dt 



. dH . 



, d*'tl , 



dabei müßten, bei den hier betrachteten kleinen Schwingungen 
die Koeffizienten a Konstanten sein, die von der Licht- 
geschwindigkeit c und von der Elektronenladung e abhängen; 
und zwar müßten sie proportional e* sein, da es sich um eine 
vom Elektron auf sich selbst ausgeübte Kraft handelt. Setzt 
man dementsprechend a,,^j = wo eine reine Zahl 

ist, so gibt eine Dimensionsbetrachtung sofort über die zu- 
lässigen Werte von h und v Auskunft. Die Dimension des 
Quadrates der elektrostatisch gemessenen Ladung e ist, zufolge 
der Tabelle Bd. I, S. 260, gleich es gilt, da der Kraft 

ft* die Dimension MLT~^ zukommt, die Dimensionsgleichung 

LT- (’• + »). 

Hieraus folgen für Tc und v eindeutig die Werte k = — 3, 
V = - A- — 1 = 2. 

Man sieht also, daß nur ein Ausdruck von der Form (58) 
zulässig ist; der Zahl wert «j bestimmt sich durch die Energie- 
gleichung. 

Die mit der Strahlung zusammenhängende dissipative Kraft 
wirkt nach einem anderen Gesetze als die Reibungskraft der 
gewöhnlichen Mechanik. Während man jene der Geschwindig- 
keit proportional setzt, ist diese, für kleine Geschwindigkeiten, 
der zweiten Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit 
proportional. 

§ 10. Der Zeeman-Effekt. 

Daß das elektromagnetische Modell eines lichtemittierenden 
Moleküles, welches wir soeben kennen lernten, in manchen 
Fällen der Wirklichkeit entspricht, dafür ist der experimentelle 
Beweis durch die Entdeckung P. Zeemanns^^) erbracht worden. 
Dieser Forscher hat gezeigt, daß die Spektrallinien in starken 
magnetischen Feldern gewisse Veränderungen erfahren; diese 
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Veränderungen haben sich in vielen P’ällen ohne weiteres auf 
Grund der Lorentzschen Theorie deuten lassen. Wir dürfen 
nicht versäumen, den Zeeman-Effekt aus der im vorigen Para- 
graphen entwickelten Theorie abzuleiten. 

Führen wir, der Grundgleichung (V) gemäß, die von dem 
äußeren Magnetfelde auf das Elektron ausgeübte Kraft in die 
Bewegungsgleichung (5Ga) ein, so lautet diese 





) 



oder, wenn wir überall, nach (52), die Geschwindigkeit D des 
Elektrons durch das elektrische Moment p des Dipols ersetzen 

und die spezifische Ladung u = ^ ^ ^ des negativen Elektrons 

einführen: 




Dabei haben wir das Dämpfungsglied wiederum fort- 
gelassen, weil der äußerst geringe Betrag der Dämpfung für 
die Frequenzen der Eigenschwingungen nicht wesentlich in 
Betracht kommt. 

Wir legen der Integration der Schwingungsgleichung (59) 
sofort ein geeignetes Koordinatensystem zugrunde. Die Ä'-Achse 
mag in Richtung der magnetischen Kraftlinien weisen, während 
die (a:y)-Ebene auf diesen senkrecht steht; dann ergibt die 
Komponentenzerlegung 

(59a. + = 

(59b) + = + 

(59c) + = 



Die Schwingungskomponente paraUel den magnetischen 
Kraftlinien wird demnach von dem magnetischen Felde nicht 
beeinflußt. Setzen wir 






Ce*'»', 



y 
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so ist die Frequenz v = k dieser Komponente die gleiche, 
welche allen drei Schwingungskomponenten außerhalb des 
magnetischen Feldes zukommt. 

Was aber die Schwingungen in der ( 2 : 1 /) -Ebene anbelangt, 
so sind die Komponenten p^, p^ durch das magnetische Feld 
miteinander verkoppelt, wie die Gleichungen (59a, b) anzeigen. 
Das läßt vermuten, daß wir hier zwei voneinander und von 
der ursprünglichen Frequenz k abweichende Frequenzen v' und 
v” erhalten werden. Wir versuchen die Differentialgleichungen 
(59 a, b) durch den Ansatz 

(60) p,==oe-'^', p^=h^'" 

zu befriedigen, wo a und h zwei komplexe, für Amplitude imd 
Phase der beiden Komponenten maßgebende Konstanten sind. 
Wir finden 

|a(i- — 1/') = — 

|z> (Ä;* — V*) == -f- 1 ; \^\aiv . 

Durch Eliminatien von a und h wird für v* die quadra- 
tische Gleichung erhalten 

Bezeichnen wir mit v' die kleinere, mit v' 
der beiden Frequenzen, so erhalten wir 



(60a) 



die größere 



(60b) „ 

\v ^ 

oder, weil nur positive Werte v', v" zulässig sind: 



(60 c) 






Es werden also von den zu den Magnetkraftlinien 
senkrechten Schwingungskomponenten desDipols zwei 
Spektrallinien entsandt, deren Frequenzen voneinander 
und von der ursprünglichen Frequenz k abweichen. 
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Der Abstand der beiden Spektrallinien, in der Skala 
der Frequenzen gemessen, beträgt 

(OOd) v"— 



er ist gleich dem Produkte aus der spezifischen Ladung 
der schwingenden Elektronen und der magnetischen 
Feldstärke. 

Die ursprüngliche Frequenz h entspricht nach (60 c) nicht 
genau der Mitte der beiden abgeänderten Frequenzen v’ , v". 
Doch ergibt sich das Produkt ij|^| für alle herstellbaren 
Felder so gering — nur mit intensiven Feldern gelingt über- 
haupt die Trennung der Linien — , daß das Quadrat dieses 
Produktes in (60c) zu vernachlässigen ist, und daß mit ge- 
nügender Annäherung gesetzt werden darf: 



(60 e) 



V 

2^ 



= 4-. 



Um nun den Charakter der stattfindenden Schwingungen 
zu erkennen, müssen wir das Verhältnis der Konstanten a, h 
aus einer der Gleichungen (60 a) ermitteln. Für die langsamere 
der beiden Schwingungen, von der Frequenz v', folgt aus (60a, b) 
h- v"' — k* , . 

— / - . T- ..i = -f- 

O t» »i öl 




für die schnellere der beiden Schwingungen, von der Frequenz v”, 

^ _ v"*-A‘ . 

a" iv'ji öl 

Es sind also, sowohl für die langsamere wie für die 
schnellere Schwingung, die Amplituden der beiden Kompo- 
nenten p^, pj, die gleichen; die Phasen jedoch weichen um y 

voneinander ab. Beides sind demnach zirkulare Schwingungen. 
Bei der langsamen Schwingung ist, nach (60f), die y-Kompo- 

nente der x- Komponente um ” an Phase voran, d. h. die Kreis- 
bewegung führt, nach einer Viertelschwingung, von der y-Achse 
zur X-Achse, sie stellt also eine negative Drehung um die mit 
der ^-Achse zusammenfallende Richtung des magnetischen Feldes 
dar. Einem auf der Seite der positiven ^-Achse befindlichen 
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Beobachter erscheint die Kreisschwingung als Drehung im 
Sinne des Uhrzeigers oder als rechtszirkulare Schwingung. 
Bei der schnelleren Schwingung hingegen ist nach (60g) die 

tc-Komponente der i/-Komponente um an Phase voran, diese 
Bewegung entspricht einer positiven Umkreisung der «-Achse 
und erscheint einem auf der Seite der positiven «-Achse be- 
findlichen Beobachter als linkszirkulare, dem Uhrzeigersinne 
entgegengesetzte Schwingung. 

Wir denken uns jetzt die Flamme zwischen den Polen 
des Magneten; auf derjenigen Seite, nach der das magnetische 
Feld gerichtet ist, mag der Magnet durchbohrt sein. Was 
wird ein durch die Öffnung hindurchblickender Beobachter wahr- 
nehmen? 

Für diesen Beobachter kommen nur die Schwingungen in 
der (a;y)- Ebene in Betracht; denn wir haben im vorigen Para- 
graphen gesehen, daß nur die zur Blickrichtung senkrechten 
Komponenten der Elektronenbewegung für die ausgestrahlten 
Wellen maßgebend sind. Die der « Achse parallele Kompo- 
nente sendet daher den Magnetkraftlinien parallel kein Licht 
aus. Der Beobachter wird also bei spektraler Zerlegung des 
Lichtes die ursprünglich einfache Spektrallinie verdoppelt 
finden. Dieses Duplet von Linien ist zirkularpolari- 
siert, und zwar erscheint dem Beobachter, welcher 
den Kraftlinien des magnetischen Feldes entgegen- 
blickt, die im Spektrum auf der roten Seite liegende 
Linie rechtszirkular, die auf der violetten Seite 
liegende linkszirkular polarisiert. Die Beobachtung des 
„longitudinalen Zeemann-Effektes“ hat in der Tat ein 
derartiges Duplet ergehen, wenigstens für die Mehrzahl der 
untersuchten Spektrallinien. Hieraus ist zu schließen, daß 
das negative Elektron es ist, welches die Spektral- 
linien ausstrahlt. In der Tat haben wir, bei der Aufstellung 
der Grundgleichung (59), die negative Ladung des Elektrons 
bereits berücksichtigend 

c — e 
cm cm 
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gesetzt. Für die positiven Elektronen wäre in ( 59) das Vor 
Zeichen von t; umzukehren, mithin auch in l60a); so würde 
sich für die beiden Kreisschwingungen das entgegengesetzte 
Verhalten ergeben, indem die rechtszirkulare die schnellere, 
die linkszirkulare die langsamere sein müßte. Der Zeemann- 
Effekt zeigt also, daß die im vorigen Paragraphen gegebene 
Spezialisierung des elektromagnetischen Modelles einer Licht- 
quelle, welche den periodischen Wechsel des Dipols auf die 
Schwingungen des negativen Elektrons zuriiekführt, für die 
betreffenden Spektrallinien zutreffende Folgerungen ergibt. Die 
Messung des Abstandes der beiden Linien des Duplets gestattet 
es, wenn die magnetische Feldstärke bekannt ist, auf Grund 
von (60 d) die spezifische Ladung 7/ zu bestimmen. Auf 
diesem Wege findet A. Stettenheimer”) den Wert 

(61) Tj = 1,79 ■ 10^ 

derselbe stimmt mit dem bei Kathodenstrahlen erhaltenen (vgl. 
§ 2, Gl. 9j so gut überein, als es bei der Schwierigkeit dieser 
Messungen zu erwarten ist. 

t.Tbrigens hat sich auch die Forderung der Theorie, daß 
der Abstand der Komponenten des Duplets, in der Skala der 
Frequenzen gemessen, für alle Linien bei gegebenem magne- 
tischem Felde der gleiche, und der magnetischen Feldstärke 
proportional ist, in den Fällen bestätigt, wo überhaupt die ein- 
fache Zerlegung in ein Duplet gefunden wurde. 

Was wird nun ein Beobachter wahrnehmen, der das senk- 
recht zu den Magnetkraftlinien ausgestrahlte Licht spektral 
zerlegt? Er wird nach § 9 die Projektion der Schwingung 
auf eine zur Blickrichtung senkrechte, also den magnetischen 
Kraftlinien des Feldes parallele Ebene beobachten. In der 
Projektion ergeben aber die beiden zirkularen Schwingungen 
geradlinige Schwingungen von den Frequenzen v’ und v", 
senkrecht zu den Kraftlinien. Hierzu tritt nun noch die 
Schwingung parallel den Kraftbnien, deren Frequenz die- 
jenige der ursprünglichen Spektrallinie ist. Der Beobachter 
wird also ein Triplet von Linien wahrnehmen; in den beiden 
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äußeren Linien finden die elektrischen Schwingungen 
senkrecht zu den magnetischen Kraftlinien des äußeren 
Feldes statt; diese sind also geradlinig parallel den Kraftlinien 
polarisiert. Die innere Linie hingegen ist senkrecht zu den 
magnetischen Kraftlinien polarisiert; in ihr finden die Schwin- 
gungen des elektrischen Vektors parallel den Kraft- 
linien des Magnetfeldes statt, in dem sich die Flamme be- 
findet. Auch diese Beschreibung des „transversalen Zeeman- 
Effektes“ entspricht, bei den meisten Spektrallinien, der Be- 
obachtung. 

Diese einfache Form weist die Veränderung der Spektral- 
linien im magnetischen Felde jedoch keineswegs in allen Fällen 
auf. Manche Spektrallinien, z. B. die gelben Natriumlinien 
und Dj, teilen sich, anstatt in drei, in vier oder in sechs 
Linien; gewisse Linien des Quecksilberspektrums weisen, bei 
Beobachtung senkrecht zu den magnetischen Kraftlinien, sogar 
eine Teilung in neun Linien auf. Wie die sorgfältigen Unter- 
suchungen von C. Runge und F. Paschen^®) ergeben haben, 
sind es gerade die Serienlinien, die solche anomalen Zeeman-* 
Effekte zeigen. Diese Untersuchungen haben sehr bemerkens- 
werte Gesetzmäßigkeiten festgestellt. Alle Linien einer und 
derselben Serie weisen die gleiche Zerlegung im magnetischen 
Felde auf, sowohl was die Zahl, als auch was den in der Skala 
der Frequenzen gemessenen Abstand der getrennten Linien an- 
belangt. Ja sogar die Linien verschiedener Elemente, die einer 
und derselben Gruppe des MendelejeflFschen Systemes angehören, 
besitzen meist den gleichen Zeeman -Effekt, wenn sie ent- 
sprechenden Serien angehören. Der Zeeman - Effekt ist ein 
charakteristisches Merkmal für die betreffende Serie; er hat es 
in einigen Fällen ermöglicht, bis dahin noch nicht in Serien 
eingeordneten Linien ihren richtigen Platz anzuweisen. 

Das in den beiden letzten Paragraphen entwickelte ein- 
fache Modell eines leuchtenden Moleküles erweist sich, wie wir 
sehen, gerade für die Serienlinien als unzulänglich, da diese 
Linien meist anomale Zeeman-Effekte zeigen. In der Tat konnten 
wir das Bild eines einzelnen, unter dem Einflüsse einer quasi- 
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elastischen Kraft um eine stabile Gleichgewichtslage schwingen- 
den Elektrons nur als eine provisorische Arbeitshypothese be- 
trachten. Es ist merkwürdig genug, daß dieses Bild wenigstens 
für die isolierten Linien von der Beobachtung bestätigt wird. 
Es ist bisher noch nicht gelungen, die anomalen Zeeman-Eflfekte 
vom Standpunkte der Elektronentheorie aus in befriedigender 
Weise zu deuten. Die von C. Runge und F. Paschen entdeckten 
Gesetzmäßigkeiten lassen vermuten, daß eine befriedigende Er- 
klärung nur in Verbindung mit der Theorie der Spektralserien 
möglich sein wird. Jenes einfache elektrische Modell eines 
Moleküles oder Atomes wird dsibei zweifellos durch ein kompli- 
zierteres zu ersetzen sein. Da unsere Kenntnisse der elektrischen 
Struktur der Atome und Moleküle der Materie nur gering sind, 
so ist dabei der Hypothesenbildung ziemlich freies Spiel gelassen. 
Andererseits sind die von Balmer, Kayser und Runge, Rydberg 
und Ritz für die Wellenlängen der Spektralserien au%estellten 
Formeln so genau gültig, daß sie ein recht scharfes Kriterium 
für die Zulässigkeit einer derartigen Hypothese bilden. Die 
* Deutung jener Spektralformeln, welche gleichzeitig die Theorie 
der anomalen Zeenian-Elfekte der Serienlinien ergeben müßte, 
ist wohl die wichtigste und die schwierigste Aufgabe der elektro- 
magnetischen Lichttheorie. Daß die Elektronentheorie nicht ganz 
auf der falschen Fährte ist, zeigt der Umstand, daß hinsichtlich 
der Polarisation die anomalen Zeeman-Effekte den normalen 
ähnlich sind. So weisen z. B. von den neun Linien, in welche 
gewisse Linien des Quecksilbers im magnetischen Felde eich 
spalten, die drei inneren dieselbe Polarisation auf wie die innere 
Linie des einfachen Triplets, während die äußeren Linien eben- 
so polarisiert sind wie die äußeren Linien des Triplets bzw. 
Duplets, nämlich bei Strahlung senkrecht zum magnetischen 
Felde geradlinig parallel den Kraftlinien, bei Strahlung parallel 
dem magnetischen Felde zirkular. Auch sind die Größenordnung 
der Linienabstände und der Sinn der Zirkularpolarisation die- 
selben wie bei dem einfachen Duplet und Triplet. Das läßt 
vermuten, daß auch hier die negative Elektronen in Bewegung 
begriflPen sind, fieilich unter weniger einfachen Bedingungen. 
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Bei der Strahlung der Banden Spektren ist es bisher nicht 
gelungen, einen Zeeman-Effekt des magnetischen Feldes nach- 
zuweisen. Man kann im Zweifel sein, ob dieses Licht Ton 
Elektronen ausgesandt wird, die mit Atomen der wägbaren 
Materie verkoppelt sind, oder ob es den Schwingungen der 
positiven Elektronen seinen Ursprung verdankt. Es ist viel- 
leicht nicht ganz ausgeschlossen, daß es mit Hilfe einer ver- 
feinerten optischen Technik einst gelingen wird, über diese 
Frage Auskunft zu erhalten. 

I 

§11. Die elektromagnetischen Potentiale einer bewegten 

Funktladnng. 

In § 9 haben wir bei der Berechnung des Hertzschen 
Vektors für eine schvringende Punktladung uns gewisse Ver- 
nachlässigungen gestattet. Wir haben angenommen, daß die 
Bewegung der Ladimg auf einen Bereich sich erstreckt, dessen 
Abmessungen klein gegen die Entferung der Punktladung vom 
Aufpunkte sind. Sodann haben wir die Geschwindigkeit der 
bewegten Ladung als klein gegen die Lichtgeschwindigkeit an- 
gesehen. Diese Voraussetzungen wollen wir jetzt fallen lassen. 
Wir betrachten ein Elektron, welches sich beliebig 
im Raume bewegen kann; seine Geschwindigkeit soll 
zunächst beliebig groß angenommen werden. Wir 
lassen indessen auch jetzt noch die Größe und Gestalt des 
Elektrons unberücksichtigt, indem wir dasselbe wie eine Pimkt- 
ladung behandeln. Wie wir bereits früher erwähnten, ist es 
vom Standpunkte der Nahewirkungstheorie aus undenkbar, daß 
eine endliche Elektrizitätsmenge auf einen mathematischen Punkt 
zusammengedrängt wird, da dieses einen unendlichen Wert der 
Feldenergie ergeben würde. Wir werden diese Bemerkung 
später bestätigt finden und werden der Dynamik des Elektrons 
bestimmte Annahmen über seine Form und Bewegungsfreiheit 
zugrunde legen. Immerhin werden sich die Abmessungen des 
Elektrons so gering — von der Ordnung cm — ergeben, 

daß es für manche Zwecke ausreichend ist, das Elektron als 
Punktladnng zu betrachten. Das wird selbstverständlich nur 
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für solche Aufpunkte erlaubt sein, deren Abstand vom Elektron 
groß gegen dessen Abmessungen ist. Dieser Bedingung ge- 
nügen jedenfalls die in der Wellenzone gelegenen Aufpunkte. 
Daher werden wir die Formeln dieses Paragraphen insbesondere 
zur Ermittelung der von einem rasch bewegten Elektron ent- 
sandten WeUenstrahlung verwerten können. Wir werden so 
der in § 9 entwickelten Theorie der ruhenden Lichtquelle eine 
Theorie der bewegten Lichtquelle an die Seite stellen 
und werden andererseits gewisse Konsequenzen der Stokes- 
Wiechertschen Hypothese entwickeln, welche die Röntgen- 
strahlen als die beim Aufprall der Kathodenstrahlen auf die 
Antikathode entsandte WeUenstrahlung anspricht. Die Folge- 
rungen sind gerade dadurch bemerkenswert, daß sie eich auf 
den GrenzfaU eines Elektrons von verschwindenden Abmessungen 
beziehen. Welche Voraussetzungen man auch über die Gestalt 
des Elektrons machen möge, beim Grenzübergang zu ver- 
schwindend kleinen Abmessungen muß sich stets dasselbe Re- 
sultat ergeben. Freilich ist dieser Grenzübergang, wie wir sehen 
werden, nicht immer erlaubt. In allen Fällen jedoch, in denen 
er erlaubt ist, sind die Ergebnisse als Folgerungen derjenigen 
Grundhypothesen der Elektronentheorie aUein anzusehen, die in 
den Grundgleichungen (I) bis (V) formuliert sind. 

Wir bestimmen die elektromagnetischen Potentiale der 
Punktladung auf Grund der allgemeinen Formeln (50, 50a). Wir 
denken uns eine Elektrizitätsmenge e, die einen gewissen end- 
lichen Bereich erfüUt. Die Entfernung des Aufpunktes P soll 
groß sein gegen die Abmessungen jenes Bereiches. Wir 
erinnern uns der Deutung mit Hilfe der auf den Aufpunkt hin 
sich mit Lichtgeschwindigkeit kontrahierenden Kugel, durch 
die wir die Formeln (51) und (51a) erläuterten. Für unseren 
Aufpunkt P ist der Radius X der Kugel groß gegen die Ab- 
messungen der Flächenstücke f, in denen sie das bewegte Elektron 
schneidet; es sind mithin diese Flächenstücke mit genügender 
Annäherung als eben zu betrachten; durch diese Ebenen wird 
das Elektron in dünne Scheiben von der Höhe dh zerschnitten; 
die einzelne Scheibe enthält die Elektrizitätsmenge fgdh = de. 
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Nun bezieht sich die Integration in (50) nicht auf die 
Volumelemente des bewegten Elektrons, sondern auf die jeweils 
von Elektrizität erfüllten Volumelemente des Raumes. Will 
man den Beitrag 

XdXdoiQ = dfg^ 

berechnen, den die Elektrizitätsmenge de der einzelnen Scheibe 
zu dem Werte von (P im Aufpunkte beisteuert, so muß man 
den Abstand dk der beiden Lagen der sich kontrahierenden 
Kugel berechnen, wo diese in die elektrizitätserfüllte Scheibe 
eintritt bzw. aus dieser austritt; dieser Abstand ist im Raume, 
nicht im bewegten Elektron gemessen zu denken. Es ist aber 
nicht schwer, dA zu berechnen. Setzen wir 

dX = cdr , 

so ist dx die Zeit, während deren die mit der Geschwindig- 
keit c durch Äen Raum eilende Fläche über die Scheibe von 
der Höhe dh hinwegstreicht. Diese Zeit berechnet sich als 
Quotient aus der Höhe dh und der dieser Höhe parallelen 
Komponenten der Relativgeschwindigkeit der bewegten Fläche 
und der bewegten Scheibe. Die Kugel bewegt sich mit Licht- 
geschwindigkeit senkrecht zu der Grundfläche der Scheibe, 
während die Geschwindigkeit der Scheibe durch die Geschwin- 
digkeit 0 des Elektrons sich bestimmt; und zwar ist die 
Komponente von 0 in Richtung nach dem Mittelpunkte der 
Kugel, d. h. in Richtung des vom Elektron nach dem Aufpunkte 
hin gezogenen Radiusvektor r zu nehmen. Folglich ist die 
entsprechende Komponente der Relativgeschwindigkeit von Kugel 
und Scheibe gleich c — Ö,.. Es ist also die Zeit dx, während 
deren die Kugel die Scheibe überstreicht; 




und daher 

(62) dX = cdx = — • 

1 1 

C 

Abraham, Theorie der ElektriEitftt. II. ä. Aall. 0 
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Wir haben soeben stillschweigend angenommen, daß c>o,, 
ist, d. h. daß das Elektron von der sieh kontrahierenden Kugel 
überholt wird. Bewegt sich hingegen das Elektron mit Über- 
lichtgeschwindigkeit, so kann der Fall eintreten, daß es, die 
kontrahierende Kugel überholend, von außen nach innen durch 
dieselbe hindurch tritt. In diesem Falle ist die Relativgeschwin- 
digkeit ö,. — e, und es ist 
(62a) dA = - 

'• —1 
c 



zu setzen. 
(62b) 



Allgemein ist zu schreiben 
(II, 






1 — 



c 



Doch wollen wir zunächst 0 < c annehmen und an (62) 
die weitere Betrachtung anknüpfen. 

Wir erhalten als Beitrag unserer Scheibe ‘zum skalaren 
elektromagnetischen Potential im Aufpunkte 

1 de 



(62 c) 



j - dl dfodh 






Es bleibt nur die Integration über die einzelnen Scheiben 
übrig. Da der Abstand r des Aufpunktes als groß gegen die 
Abmessungen des Elektrons angesehen wurde, so ist er bei 
der Integration konstant zu halten. Die Integration ist daher 
ohne weiteres auszuführen, falls es auch erlaubt ist, b als 
konstant anzusehen für diejenige Zeit, während deren die Kugel 
über das Elektron hinwegstreicht. Sie ergibt in diesem Falle 



(661 




als Wert des skalaren elektromagnetischen Potentiales 
für Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit. 

In dem Grenzfalle einer Punktladung ist es natürlich 

ohne weiteres gestattet, M — '' , ebenso wie r, bei der Inte- 
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gration über das Elektron als konstant anzusehen. Da wir 
indessen diesen Grenzfall nicht als streng verwirklicht be- 
trachten, so bedeutet die Konstantsetzung dieser Größen eine 
gewisse Einschränkung des Gültigkeitsbereiches der Formel (63). 
Erstens ist diese Formel, wie schon erwähnt, nur auf solche 
Aufpunkte anzuwenden, deren Abstand vom Elektron groß 
gegen die Abme.ssungen des Elektrons ist. Schließen wir das 
Elektron in eine Kugel vom Radius a ein, so muß 

(63 a) r groß gegen a 

b 

sein. Zweitens aber muß, damit die Veränderung von in 
der Zeit g wülirend deren die Kugel über das Elektron 
hinwegstreicht, für keinen der Aufpunkte in Betracht kommt, 
(63b) • -J j) klein gegen 1 

sein (ö stellt den Beschleunignngsvektor dar). 

Nur dann, wenn die Abmessungen des Elektrons 
so klein, die Beschleunigung so gering und die Ge- 
schwindigkeit von der Lichtgeschwindigkeit so ent- 
fernt ist, daß die Bedingungen (63a) und (63b) erfüllt 
sind, ist es gestattet, das Elektron durch eine Punkt- 
ladung zu ersetzen. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so läßt sich die Berech- 
nung des Vektorpotentiales nach der Formel (50a) in ent- 
sprechender Weise durchführen. Es tritt nur an die Stelle 
des Skalars q der durch (10) bestimmte Vektor Schließen 

wir Rotationen des Elektrons aus, so ist der Beitrag jeder 
einzelnen Scheibe zum Vektorpotential 




Ist nun die Bedingung (63b) erfüllt, so ist auch die 
Änderung, welche — beim Hinwegstreichen der mit Licht- 
geschwindigkeit bewegten Kugel über das Elektron erfährt, 

6 » 
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zu vemachläsBigen, und es führt die Integration über die 
einzelnen Scheiben ohne weiteres zum Ausdruck 




des elektromagnetischen Vektorpotentiales. 

Die Formeln (63) und (64) für die elektromagnetischen 
Potentiale einer bewegten Pnnktladung sind von A. Lienard**) 
und E. Wiechert*’) abgeleitet worden. Infolge der geringen 
Abmessungen des Elektrons erweisen sie sich auch für ziemlich 
beträchtliche Beschleunigungen und bis unmittelbar an die 
Lichtgeschwindigkeit heran als gültig. Der Fall unstetiger 
Bewegung des Elektrons hingegen sowie der Fall einer be- 
schleunigten Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit liegen nicht 
in ihrem Gültigkeitsbereiche, weil hier die Bedingung (63b) 
nicht mehr erfüllt ist. Auch ungleichförmige Bewegungen mit 
Überlichtgeschwindigkeit dürfen nicht auf Grund dieser Formeln 
behandelt werden, weil es bei solchen Bewegungen immer Auf- 
punkte gibt, wo c — D,.=»c U I cos (ö, r) gleich Null wird; 
auf solche Aufpunkte hin eilt die kontrahierende Kugel mit 
derselben Geschwindigkeit wie das Elektron, so daß D bei der 
Integration über das Elektron nicht als konstant angesehen 
werden darf. Auch die Anwendung auf gleichförmige Be- 
wegung mit Überlichtgeschwindigkeit gibt sich dadurch als 
unzulässig kund, daß es Aufpunkte gibt, für welche der Nenner 
in (63) bzw. (64) verschwindet. In solchen Aufpunkten drängen 
sich, da die kontrahierende Kugel stets die mit Überlicht- 
geschwindigkeit bewegte Punktladung durchschneidet, die zu 
allen voraugegangenen Zeiten entsandten Beiträge zusammen; 
daher rührt das Unendlichwerden der Ausdrücke (63) und (64). 
Dasselbe fällt fort, wenn man die Elektrizität des Elektrons 
auf ein Volum von endlichen, wenn auch geringen, Abmessungen 
verteilt annimmt. Es ist demnach für den Fall der Licht- 
geschwindigkeit und der Überlichtgeschwindigkeit 
der Grenzübergang zur Punktladung unzulässig. Die 
Anwendung der Formeln (63) und (64) zur Ermittelung des 
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Feldes eines bewegten Elektrons ist auf somit Bewegungen mit 
Unterlichtgeschwindigkeit einzuschränken. 

Aus der Ableitung dieser Formeln geht heryor, daß r 
bzw. ti Radiusvektor vom Elektron nach dem Aufpunkt und 
Geschwindigkeit des Elektrons zu der Zeit t' bedeuten, als 
die mit Lichtgeschwindigkeit c sich kontrahierende Kugel über 
das Elektron fortstrich. Diese Zeit 



(64 a) 



t' = t — 



r 

c 



bestimmt sich für einen jeden Aufpunkt, wenn die Bewegung 
des Elektrons gegeben ist; denn r ist dadurch als Funktion 
von t' gegeben. Falls, wie weiterhin angenommen wird, die 
Geschwindigkeit des Elektrons kleiner als c ist, so kann die 
Kugel das Elektron immer nur ein einziges Mal schneiden. 
Es ordnet sich mithin für einen gegebenen Aufpunkt P der 
Zeit t des Eintreffens der Störung die Zeit t' des Entsendens 
in eindeutiger Weise zu. Da offenbar 



(64b) 



dr 

dt' 



— D 



r 



ist, so folgt aus (64 a) 

dt 

dt' 

oder 

(64 c) 




c 



Man kann daher die Formeln 
gendermaßen schreiben: 



(63) und (64) auch fol- 



. e dt' 
^ = Vdt 



(65) 



eU dt' 
rc dt 



Aus den elektromagnetischen Potentialen folgt nach (28) 
und (29) das elektromagnetische Feld der bewegten Punkt- 
ladung. 
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§12. Das Feld einer gleiohförmig bewegten Punktladnng. 

Wir betrachten eine Punktladung, die sich geradlinig 
mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Es mag E' (Abb. 2) 
ihre Lage zur Zeit t' gewesen sein, als sie die Beiträge (63) 
und (64) zu den elektromagnetischen Potentialen entsandte, die 




zur Zeit t im Aufpunkte P eintretfen; E sei hingegen der Punkt, 
in dem die Ladung sich zu der Zeit t befindet. Es ist daher 

E'P = r, E'E^\t [, 

und die Projektion von E’ E auf E' P: 




Folglich ist 

/ •• \ 

rc-.(i-f)- 

% 

Wir können andererseits FP durch den von der gleich- 
zeitigen Lage E des Elektrons nach dem Aufpunkte P hin 
gezogenen Radiusvektor 91 ausdrücken. Es ist 

FP = li cosx = PF 1 — sin-;i;. 

Da nun aus elementargeometrischen Gründen gilt 

sinj; : .sinj/» = E'E : E' P= ü : r = 

so folgt 

(66) r ^1 — = P]/l — )j*sin*^, 

wobei abkürzungsweise gesetzt ist 
(66a) = <1. 






i 
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Da die GeechwincUgkeit der Punktladung kleiner ist als die 
Lichtgeschwindigkeit, so ist ß ein echter Bruch. 

Die Formeln (63) und (64) ergeben jetzt 



(66 b) 



a> . 

Ryi 



e 

— /t* sin*!/) 



) 



(66 c) 




etl 

— ß* sin*ip 



als die elektromagnetischen Potentiale der gleich- 
förmig bewegten Punktladung. Wie man sieht, hängt 
ihr Wert zur Zeit t nur ab von der Lage des Aufpunktes, 
bezogen auf die gleichzeitige Lage des Elektrons und auf die 
Bewegungsrichtung. Führen wir Koordinaten X, Y, Z ein, 
mit E als Koordinatenursprung und der Bewegungsrichtung 
als X-Achse, so gilt 

(67) ^ = = «^ = «, = 0, 

wenn 

(67 a) s = i? )/ 1 - /i* sin V = VX^ ( 1 - ß*) (Y^ 



gesetzt wird. 

Bezogen auf ein mit dem Elektron mitbewegtes Bezugs- 
system, sind die elektromagnetischen Potentiale, und mithin 
die Felder des elektrischen und des magnetischen Vektors, von 
der Zeit unabhängig. 

Indem wir das mit dem Elektron translatorisch bewegte 
Bezugssystem zugrunde legen, können wir das elektromagnetische 
Feld aus (28), (29) ohne weiteres ableiten. W'ir haben nur 
zu beachten, daß die vom bewegten Bezugssystem aus beurteilte 
zeitliche Änderung des Vektors Ä (vgl. Bd. I, Gl. 116, S. 1161 



ist. Daraus folgt 



1 

c dt ^ dx 
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Es ergibt daher (29) 



(67 b) 






di> 

dX 



+ ß 



dX 



-( 1 -^*) 



20 

dx> 




«.= - 



20 

CZ' 



nach Ausführung der DiflFerentiationen folgt 

(67c) e. = (i-/3*)V- e.“(i-/3‘);f; 



oder, in vektorieller Schreibweise 
(67 d) e = 



Der elektrische Vektor weist parallel dem von 
der jeweiligen Lage des Elektrons aus konstruierten 
Radiusvektor 9i. 

Andererseits ergibt sich aus (28) für die Komponenten des 
magnetischen Vektors: 



(67 e) 






0 , 

2«, 

dZ 

dY 



20 

^dZ ~ 
2 0 



oder, vektoriell geschrieben 
(67f) 



Der magnetische Vektor steht senkrecht auf der 
Beweguugsrichtung des Elektrons und auf dem Radius- 
vektor 8t. Das durch (67 d, f) bestimmte Feld führt die Punkt- 
ladung bei ihrer Bewegung mit. 

Das elektromagnetische Feld einer gleichförmig bewegten 
Punktladung ist zuerst von 0. Heaviside^^) angegeben worden. 
Es entspricht dem Felde eines gleichförmig bewegten Elektrons 
in Entfernungen, die groß gegen die Abmessungen des Elek- 
trons sind. 



\ 
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Wir berechnen noch den durch die Grundgleichung (V) 
beetimmten Vektor 

» = e + i[ti§]; 

derselbe gibt die elektromagnetische Kraft an, welche auf die 
Einheit der mitbewegten Ladung wirkt. Es ist nach (67 b, e) 

= % + 

oder, vektoriell geschrieben 

(68) = *if = (l_^*)l. 

Die elektromagnetische Kraft auf die mitbewegte 
Einheit der Ladung stellt sich als negativer Gradient 
eines Skalars W dar. Dieser wird das „Konvektions- 
potential“ genannt. 

Wir wollen die Flächen konstanten Konvektionspotentiales 
konstruieren. Diese Flächen 

(68 a) s» = X* + (1 - /3*) (Y* -f X*) = Constans 

sind abgeplattete Rotationsellipsoide; ihr Mittelpunkt fällt in 
die Punktladung, ihre Rotationsachse in die Bewegungsrichtung; 
ihr Achsenverhältnis ist 

(68 b) yT^*:l. 

Diese EUipsoide werden Heaviside-Ellipsoide genannt; 
ihre Abplattung wächst mit wachsender Geschwindigkeit der 
Ladung. 

Setzt man ^ = 0, so geht das Feld des Vektors 5 
elektrostatische Feld, das Konvektionspotential W in das elektro- 
statische Potential über; die Schar der einander ähnlichen 
Heaviside-Ellipsoide geht in eine Schar konzentrischer Kugeln 
über. In der Theorie der Konvektionsstrahlung spielt das 
Konvektionspotential eine ähnliche RoUe wie das elektro- 
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statische Poteatiiil in der Elektrostatik. Die Äquipotential- 
flächen eines ruhenden, geladenen Körpers sind, in großer 
Entfernung von dem Körper, stets konzentrische Kugeln. Dem- 
entsprechend nehmen die Flächen konstanten Konvektions- 
potentiales in dem von einem gleichtormig bewegten Elektron 
erregten Felde, in großen Entfernungen vom Elektron stets 
die Form von Heaviside-Elli|)soiden an; senkrecht zu diesen 
Flächen ist die Kraft gerichtet, welche das Elektron auf eine 
mit gleicher Geschwindigkeit ihm parallel bewegte Ladung 
ausübt. 

Die Feldstärken (07d, fj nehmen, mit wachsender Ent- 
fernung von der erregenden Ladung, umgekehrt proportional 
dem Quadrat der Entfernung ah. Bei gleichförmiger Bewegimg 
des Elektrons bildet sich demnach keine Wellenzone aus, es 
findet keine Energieabgabe durch Strahlung statt, sondern es 
wird die Energie vom Elektron konvektiv mitgeführt. Das 
gleichförmig bewegte Elektron stellt eine reine Kon- 
vektionsstrahlung dar. Eine Wellenstrahlung wird nur 
dann entsandt, wenn die Geschwindigkeit der bewegten Ladung 
sich dem Betrage oder der Richtung nach ändert. 

§ 13. Das Feld einer ungleichförmig bewegten Funktladung. 

Die allgemeinen Formeln, welche wir in § 11 für die 
elektromagnetischen Potentiale einer Punktladung gewonnen 
haben, gestatten es, das Feld einer beliebig bewegten Punkt- 
ladung zu ermitteln. Beschränken wir uns auf den Fall der 
Unterlichtgeschwindigkeit, auf Beschleunigungen, welche der 
Bedingung (63b), und auf Entfernungen, welche der Be- 
dingung (63a) genügen, so stellen die so zu erhaltenden 
Formeln das Feld eines ungleichförmig bewegten Elektrons 
dar. Sie sind insbesondere darum von Interesse, weil sie die 
Wellenstrahlung eines beschleunigten Elektrons enthalten. 

Wir schreiben die Ausdrücke (63, 64) der elektromagne- 
tischen Potentiale folgendermaßen: 

(69J = f 
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wobei wir abkürzungsweise 

(69a) s = r (l - = r - ^ (dr) 

setzen. 

Dabei bedeutet t den Radiusvektor, der von der bewegten 
Punktladung nach dem festen Aufpunkte P gezogen ist. Wir 
nehmen die Bewegung der Punktladung als gegeben an und 
betrachten demnach r als bekannte Funktion von t'. Die Ge- 
schwindigkeit des Elektrons zur Zeit t' ist 

(69b) . - - % 



und deren Komponente parallel dem nach dem Aufpunkte hin- 
gezogenen Radiusvektor: 



(69 c) 






dr 

di'' 



Ferner ist die Beschleunigung, die das Elektron zur Zeit 
t' erfährt: 

(69d) d-^“. 

Der zur Zeit t' von der Punktladung entsandte Beitrag 
trifft nun nach Duichlaufung des Latensweges r im Anfpunkte 
P ein, also zur Zeit 
(70) < = 



Ist andererseits der Aulpunkt P gegeben und die Zeit t des 
Eintreffens der Störung in P, so ist, durch Gleichung (70), 
die Zeit t’ des Entsendens in eindeutiger Weise bestimmt. Es 
ist diejenige Zeit, zu der die auf den Aufpunkt hin sich mit 
Lichtgeschwindigkeit kontrahierende Kugel die Punktladung 
trifft. Für den hier behandelten Fall der Unterlichtgeschwindig- 
keit ist Zeit und Ort des Treffens eindeutig bestimmt, wenn 
die Bewegung der Ladung gegeben ist. 

Bei gegebenem Aufpunkt ordnet sich also, gemäß (70), einer 
jeden Zeit t des Eintreffens eine Zeit t’ des Entsendens zu. 
Dem Übergang zur Zeit t -|- dt des Eintreffens entspricht, bei 
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festgehaltenem Aufpunkt, ein Übergang zur Zeit t' + dt' des 
Entsendens; dabei ist, nach (70), 

. ^ 0<' 1 dr dl' 

3t ' c ät' dt ’ 



oder, nach (69 c und a), 



(70a) 



dl' 1 




f 



r 



Diese Relation ist dem Sinne nach durchaus mit der 
Gleichung (64c) identisch. Sie unterscheidet sich von ihr nur 
der Form nach, indem wir dort totale, hier partielle Diffe- 
rentiationszeichen gebrauchen. Das geschieht darum, weil wir 
den Aufpunkt F nicht ein für allemal festhalten, sondern uns 
die Freiheit lassen, bei festgehaltener Zeit den Aufpunkt P zu 
verrücken. Einer solchen Verrückung des Aufpunktes würde 
eine Andening der Zeit t' des Entsendens entsprechen, die 
wir in kartesischer Schreibweise durch die partiellen Differential- 
quotienten nach den Koordinaten des Aufpunktes auszudrücken 
hätten. In vektorieller Schreibweise wird die Veränderung 
von t' bei Verschiebimg des Aufpunktes durch den Gradienten 
Vt' sich ausdrücken. Nach (70) ist 

U = vr -f ^ Vr. 
c 

Bei der Berechnung des Gradienten von r ist nun mit 
Vorsicht zu verfahren. Würde nur der Aufpunkt verschoben 
und der Ort der Punktladung festgehalten, so würde der 
Gradient des Abstandes r mit dem vom Elektron zum Auf- 
punkte hinweisenden Einheitsvektor tj identisch sein. Nun 
entspricht aber der abgeänderten Zeit t' des Entsendens eine 
Verrückung der Punktladung, die zu einer Abstandsänderung 

Veranlassung gibt. 

Es wird demnach Vr = tj — V^Vt', so daß man erhält 

o-(i-t)vc + ;t. 
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Hieraus folgt, mit Rücksicht auf (70a) 
(70b) Vr = 

Daneben ergibt sich 
(70c) 



r, dt' 
e dt 



‘ ct 



Würde man andererseits, bei festgehaltenem Aufpunkte, 
r partiell nach der Zeit t difiFerentiieren, so würde nur der 
Zuwachs des Abstandes infolge der Abänderung der Zeit t' des 
Entsendens und der hierdurch bedingten Verrückung der Punkt- 
ladung in Frage kommen; es wird 

dr dr dt' dt' 

dt di' dt ' dt 




Durch partielle Differentiation nach der Zeit imd nach 
dem Orte des Aufpunktes sind aus den elektromagnetischen 
Potentialen (69) die Feldstärken, gemäß (28) und (29), ab- 
zuleiten. Um diese Differentiationen durchführen zu können, 
müssen wir noch angeben, wie s und 0 nach Zeit und Ort zu 
differentiieren sind. Was zunächst s anbelangt, so ist dasselbe, 
nach (69a), bei gegebenem Aufpunkte nur von t' abhängig. 
Man hat daher 

dt dt' dt ’ 



und, nach (69 a bis d): 

(”) I’ - 1 - 




dt' 

dt 



Der Gradient von s hingegen ist 

Vs = Vr — ^ V(Bt). 

Wie bei der Berechnung des Gradienten von r, so ist auch 
bei der Berechnung des Gradienten des skalaren Produktes 

(Br) = rcB, -I- 1/Bj, -f ZXi, 

zu beachten, daß nicht nur der Aufpunkt verschoben wird, 
sondern daß dem verschobenen Aufpunkte sich, gemäß (70), 



£ 
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ein anderer Ort der Punktladung zuordnet. Die x-Komponente 
des bei festgehalteuer Punktladung genommenen Gradienten 
von (örj ist 

f or) 

cx 



= 0, 



Es ist demnach der erste Bestandteil des Gradienten gleich 
d. Der zweite, infolge der Verrückung der Punktladung hinzu- 
tretende Bestandteil ist 



vr = !(»r)-B*} vr. 



d(nr^ 

dt =1' 

Es wird demnach, gemäß (70b i 
V(ör) = ö - 

Mit Rücksicht auf (7üc) folgt endlich als Gradient von s: 






(71a) 



= fl { 1 + (ör) 



_ **’ 1 

c* J 5t c 



Was die partiellen Differentialquotienten von D nach t, x, 
(/, z anbelangt, so gilt, da b nur von t' abhängt, nach (69 d) 



(71b'! 



CB .dt' 

dt ct 



In entsprechender Weise gilt z. B. 

. dt' 

dy 5.V ’ dz 



. ct' 
dz 



Daher ist die x-Komponente von curlö 
5b 5b„ 



dy 



cz 



l = LV<', ÖL- 



Entsprechende Ausdrücke gelten für die übrigen Komponenten; 
wir fassen sie, Gleichung (70b) berücksichtigend, zu der Vektor- 
gleichung zusammen: 



(71c) 



curl P 



1 r- 1 dt' 

VT 57' 



Wir haben jetzt die Mittel gewonnen, um auf Grund der 
Formeln (28, 29): 
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g = _ V Ö» - i I? 

c ot^ 

^ = curl 3t, 

aus (69) das elektromagnetische Feld abzuleiten. Wir erhalten 

(f=-i.Vs— * 

s* sc* dt s’c’ d t 

Nach (71a) ist hier zu setzen 

rj „ , 0 ds B* ) St ® ( 1 1 OS ) 

^" + c*St = ’^- (l+c-‘(“')-c*l ST-c 

Ferner folgt aus (71) und (70aj 

. 1 ss 1 1 I 1 /.i , ü’ 1 at' 

^ c at ~ 1 ^ c*^“’^'* c* I at ’ 

mithin 

Mit Rücksicht auf (71b) und (70a) wird demnach der 
folgende Ausdruck des elektrischen Vektors erhalten: 

(72) (5 - - '• (» <;)= + £. j r, - 1 1 . 1 1 - /)■ + ir) ] (1^)’; 



dabei ist, abkürzungsweise, 

(72a) 

gesetzt worden. 

Der magnetische Vektor hingegen wird, nach Regel (x) 
in Bd. I, S. 453. 

^ = 7 7 1 = sc “ + ?c ^ 

Hierin sind die Ausdrücke (71c) und (7la) einzutragen, und 
es ist wieder, nach (70a), s durch r und auszudrücken. 

Dann folgt, als Ausdruck des magnetischen Vektors, 



J3) ^ (>,)’+ .:. [.t.l (!-#>+ ;,(i.r) 



Die Formeln (72) und (73) stellen das elektro- 
magnetische Feld einer beliebig bewegten Puiikt- 
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ladunjj dar. Die elektrische Feldstärke setzt sich aus zwei 
Vektoren zu.sainnien. Der erste Vektor ist der Beschleunigung 
der l’unktladung zur Zeit t' entgegengerichtet. Der zweite 
V'ektor ist parallel zu 




Um diesen Vektor geometrisch zu interpretieren, gehen 
wir auf die Abbildung 2 des vorletzten Paragraphen zurück. 
Wir haben es hier allerdings nicht wie dort mit gleich- 
förmiger, sondern mit ungleichförmiger Bewegung zu tun. 
Betrachten wir indessen, statt der wirklichen Bewegung, eine 
solche, die gleichförmig mit der Geschwindigkeit 0 erfolgt, 
welche die Puuktladung gerade zur Zeit t’ des Entsendens 

(im Punkte E”) besaß, so wird sie während der Latenszeit 

die Strecke E'E = ö - ^ beschreiben. 91 wird dann der Vektor 
c 

EP der Figur 2, der von dem gleichzeitigen Orte des Elektrons 
nach dem Aufpunkte hin gezogen ist. Diesem Radiusvektor 
parallel weist der zweite Bestandteil des elektrischen Vektors. Bei 
einer wirklich gleichförmigen Bewegung geht er in (67 d) über. 

Den magnetischen Vektor können wir in der Form schreiben: 
(73b) ^ = 

derselbe steht mithin senkrecht auf dem vom Orte des Ent- 
sendens E' nach dem Aufpunkte hin gezogenen Radiusvektor, 
und auf dem elektrischen Vektor. 

Wir sind nunmehr in der Lage, den allgemeinen Aus- 
druck der elektromagnetischen Kraft anzugeben, welche die 
Punktladung e auf eine zweite, zur Zeit t den Aufpunkt P 
mit der Geschwindigkeit ü' passierende Punktladung e ausübt. 
Diese Kraft ist, der Grundgleichung (V) gemäß. 

Durch Einführung von (73 b) erhalten wir 
e'5 = e'(®+ J[ü'[r,tf]]) 
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und erkennen, daß die Kraft in der Ebene der Vektoren tj 
und (S liegt. Nach Regel (d) in 6d. I, S. 452 können wir auch 
schreiben 

(73c) e'5 = c'|e(i-?^) + ^(ö'e)). 

Wir können diese Kraft mit K. Schwarzschild als „ele- 
mentare elektrodynamische Kraft*' bezeichnen. Dieselbe 
hängt ab von Geschwindigkeit und Beschleunigung der Ladung 
e zur Zeit des Entsendens und von der Geschwindigkeit der 
Ladimg e , auf welche die Kraft wirkt, zur Zeit des Eintreffens 
der Erregung. 

In der Femwirkungstheorie der Elektrodynamik stellte 
man ein Elementargesetz für die Wechselwirkung zweier elek- 
trischer Ladungen an die Spitze und suchte auf dieses die ganze 
Theorie zu begründen. Wir haben, den Vorstellungen der 
Maxwellschen Theorie gemäß, die einfache und exakte Grund- 
lage der Elektrodynamik in den Differentialgleichungen des 
elektromagnetischen Feldes gesehen. Als entfernte Folgerung 
jener Grundgleichungen hat sich nunmehr ein Elementargesetz 
für die Wechselwirkung zweier Elektronen ergeben; dasselbe 
ist indessen weder einfach noch in Strenge gültig. Wissen 
wir doch, daß das wirkende Elektron nur dann als Punkt- 
ladung betrachtet werden darf, wenn die Bedingungen (63a) 
und (63 b) erfüllt sind. Nur in dem durch diese Bedingungen 
eingeschränkten Gültigkeitsbereiche wird man mit dem Ele- 
mentargesetze (73 c) operieren dürfen. Iimerhalb dieses Be- 
reiches kann man, wenn die Bewegung des ersten Elektrons 
vorgegeben ist, aus Gleichung (70) für jeden Ort des zweiten 
Elektrons die zugehörige Zeit i des Entsendens, und aus (73 c) 
die zur Zeit t auf das zweite Elektron ausgeübte Kraft er- 
mitteln. Um aber die Rückwirkung auf das erste Elektron 
berechnen zu können, muß man die Beschleunigung kennen, 
welche diese Kraft dem zweiten Elektron erteilt; hierfür reichen 
jedoch die bisherigen Entwickelungen keineswegs aus. Viel- 
mehr werden wir zur Berechnung der Bewegung eines Elek- 
trons bei gegebener Kraft erst im nächsten Kapitel die Hilfs- 

Abrftham, Theorie der Elektrizität. 11. 3. Autl. 7 



Digitized by Google 




98 Erslfr Abschnitt. Fehl und Bewegung einzelner Elektronen. § 13 . 



mittel gewinnen. Dort werden wir auf die Grundgleichungen 
(1) bis (V) zurilckgehen, und in einfachen Füllen nähenmgsweise 
gültige Lösungen derselben ermitteln. Solange uns die Lösung 
des „Eiuelektronproblemes“ noch unbekannt ist, kann uns das 
Gesetz der elementaren elektrodynamischen Kraft nur von ge- 
ringem Nutzen sein. Es bestimmt zwar die Kraft, aber nicht 
die Bewegung, welche sich die beiden Elektronen gegenseitig 
mitteilen; es führt nicht einmal zur Aufstellung der Differential- 
gleichungen des „Zweielektronenproblemes“. 

Wir kehren zurück zu den Formeln für das elektro- 
magnetische Feld. Nach (73 bj ist 

= - [n Ih ej] = e - ti (r, «) . 



Da mm nach (72) sich ergibt 



so folgt, mit Rücksicht auf (70a): 



und somit 

(73d) e = [§t.] + -;/(i-/3>)g‘y, 



eine Formel, die der Formel (73 b) als Gegenstück gegenübertritt. 

In der Wellenzone, wo die Feldstärken umgekehrt pro- 
portional der Entfernung r abnehmen, vereinfachen sich die 
Ausdrücke (72,73) der Vektoren ®, Es wird 







Berücksichtigen wir, daß nach (70a) 

££ __ 1 1 

(tt t7) > 

c c 



und daß daher 



\ 
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ist, so erhalten wir 



oder, nach Regel (d) in Bd. I, 8. 452 



(74) 



Dabei ist 



(74a) 



r. — 



R 




wo R den durch (73a) definierten und oben geometrisch ge- 
deuteten Vektor vorstellt. In der Wellenzone steht, nach 
(74), der elektrische Vektor senkrecht auf dem Radius- 
vektor r, der von dem Orte des Entsendens aus kon- 
struiert ist. Er liegt in der Ebene der Vektoren R 
und 0. Die Formel (73 d) geht in der Wellenzone über in 

(74b) @ = [§r,]; 

da andererseits allgemein (73b) gilt, so folgt: in der Wellen- 
zone stellen § und ein System dreier wechsel- 
seitig aufeinander senkrechter Richtungen dar; der 
elektrische Vektor ist dem Betrage nach dem magne- 
tischen gleich. Der Strahlvektor 

( 74 «) (.,«]] 



weist parallel dem von der Punktladung aus ge- 
zogenen Radiusvektor. 

Es liegen demnach hier durchaus dieselben Verhältnisse 
vor wie in der Wellenzone eines ruhenden Dipols (Vgl. § 9). 
Die jetzt erhaltenen Formeln müssen natürlich, wenn man zu 
langsamer Bewegung des Elektrons übergeht, in die damals 
Äxafgestellten Formeln (54) übergehen. Das trifft in der Tat 
=*u; denn nehmen wir |o| klein gegen c an und setzen dem- 




lemäB 



ot' 



gj — 1, BO ergibt (74) denselben Ausdruck von ®, 

kelcher dort^* v&4) und (54a) folgte. Die nunmehr ge- 

7 * 



538851 
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wonnenen allgemeinen Formeln für die Feldstärken der ent- 
sandten Wellen unterliegen nicht den Einschränkungen, unter 
denen wir dort das Problem der Lichtstrahlung behandelten. 
Die hier abgele iteten Relationen bestimmen die 
Wellenstrahlung, die von einem beschleunigten Elek- 
tron ausgesandt wird, auch dann, wenn die Ge- 
schwindigkeit des Elektrons von der Ordnung der 
Lichtgeschwindigkeit wird. Nur die Überlichtgeschwindig- 
keit, die unmittelbare Nachbarschaft der Lichtgeschwindigkeit 
sowie der Fall einer außerordentlich raschen, stoßartigen Ge- 
schwindigkeitsänderung sind durch die Bedingung (63 bj, die 
allen unseren Entwickelungen zugrunde liegt, ausgeschlossen. 
In den beiden nächsten Paragraphen werden wir weitere Folge- 
rungen aus unseren Resultaten ableiten. Wir werden die ge- 
samte Energie und Bewegungsgröße berechnen, die von einer 
rasch bewegten Puuktladung ausgestrahlt wird, und werden 
alsdann die Rückwirkung der Strahlung auf die bewegte Ladung, 
in allgemeinerer Weise als im § 9, bestimmen. 

§ 14. Theorie des bewegten leuchtenden Punktes. 

Die Kenntnis der Energie und der Bewegungsgröße, die 
ein beliebig rasch bewegtes Elektron bei einer Geschwindigkeits- 
änderung ausstrahlt, ist, entsprechend der Mannigfaltigkeit der 
von der Elektronentheorie umfaßten Vor^nge, in mehrfacher 
Hinsicht von Wichtigkeit. Erstens kann man auf Grund dieser 
Kenntnis sich ein Urteil darüber bilden, inwieweit es gestattet 
ist, bei einer ungleichförmigen Elektronenbewegung die Energie 
und die Bewegungsgröße als vom bewegten Elektron mit- 
geführt anzusehen. Bei einer stationären geradlinigen Be- 
wegung ist das stets gestattet; diese stellt eine reine Konvek- 
tionsstrahlung dar. Die ungleichförmige Bewegung ist keine 
reine Konvektionsstrahlung, ein Teil der Energie imd Be- 
wegungsgröße wird dabei in WeUenstrahlung verwandelt. Bei 
wenig beschleunigten „quasistationären“ Bewegungen kommt 
jedoch die ausgestrahlte Energie und Bewegungsgröße gegen- 
über der mitgeführten kaum in Betracht, sie kann bei manchen 
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Aufgaben, z. B. bei der Ermittelung der Bescbleunigung und 
Ablenkung der Elektronen durch äußere Felder, ganz vemacb- 
lässigt werden. Wann diese Vernachlässigung gestattet ist und 
wann nicht, das kann man erst dann beurteilen, wenn man 
die ausgestrahlten Anteile der Energie und der Bewegungs- 
größe kennt. 

Treffen die im Kathodenstrahle bewegten Elektronen auf 
die Antikathode, so werden sie vermutlich, in das Innere 
eindringend, von den Molekülen der wägbaren Materie wieder- 
holt aus ihrer Bahn abgelenkt. Hier wird die entsandte 
Wellenstrahlung von Bedeutimg; nach der Stokes -Wiechertschen 
Hypothese ist sie mit der von der Antikathode ausgehenden 
Röntgenstrahlung identisch (vgl. § ß). Diese Beziehung zur 
Theorie der Röntgenstrahlen verleiht den Entwickelungen 
dieses Paragraphen ebenfalls ein gewisses Interesse. 

Drittens aber ist die Kenntnis der allgemeinen Gesetze 
der Wellenstrahlung einer beschleunigten Punktladung für die 
Optik bewegter Körper von Bedeutung. Wir haben in § 9 ein 
elektromagnetisches Modell des ruhenden lichtentsendenden 
Moleküles kennen gelernt; wir nahmen an, daß es aus einem 
ruhenden positiven und einem schwingenden negativen Elektron 
besteht, und zeigten (§ 10), daß die normale Form des Zeeman- 
Effektes durch dieses denkbar einfachste elektromagnetische 
Modell erklärt wird. Hat man es nun mit einem bewegten 
Molekül zu tvm, so wird man in konsequenter Verfolgung jener 
Vorstellung ein positives und ein negatives Elektron sich 
denken müssen; die Bewegung des positiven ist durch die Be- 
wegung des Moleküles bestimmt, während das negative Elektron 
um das bewegte positive schwingt. Ein solcher bewegter 
und gleichzeitig schwingender elektrischer Dipol 
stellt das einfachste Modell des bewegten leuchten- 
den Punktes dar. Vorzugsweise mit Rücksicht auf das 
Problem des bewegten leuchtenden Punktes werden wir in 
diesem Paragraphen unsere Ansätze verfolgen. 

Bevor wir dazu übergehen, woUen wrir unsere Theorie zu 
einigen allgemeineren Prinzipien in Beziehung setzen, die für 




f 
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die Optik bewegter Körper von fundamentaler Wichtigkeit 
sind. Wir denken uns wieder den ruhenden Aufpunkt P und 
den bewegten Dipol, der jetzt mit dem bewegten leuchtenden 
Punkte identifiziert wird; wir verstehen unter f die Zeit, zu 
der das Licht von dem bewegten Punkte ausgesandt wird, 
unter t die Zeit, zu der es den ruhenden Punkt P erreicht. 
Diese beiden Zeitpunkte sind durch die Relation (04 a) ver- 
knüpft; aus ihr leiteten wir die Beziehung (64c) ab; wir 
wollen dieselbe schreiben 

df ^ 1 

' " ' dt 1 — (1 cos <f> ’ 

indem wir mit ß das Verhältnis der Geschwindigkeit {b| des 
leuchtenden Punktes zur Lichtgeschwindigkeit bezeichnen und 
mit (f den Winkel, den zur Zeit (t') des Entsendens der Ge- 
schwindigkeitsvektor b mit dem nach dem Aufpunkte hin 
gezogenen Radiusvektor r einschloß. Das in dem Zeit- 
elemente dt' von dem bewegten leuchtenden Punkte 
entsandte Licht passiert den ruhenden Punkt P in 
dem durch (75) bestimmten Zeitelement dt. 

Die Gleichung (75) stellt die allgemeine Fassung des so- 
genannten „Dopplerschen Prinzipes“ für eine bewegte 
Lichtquelle dar. Wir gelangen zu der gewöhnlichen Fassung 
dieses Prinzipes, indem wir die Gleichung auf den FaU perio- 
discher Schwingungen des lichtentsendenden Dipols anwenden; 
wir bezeichnen mit t', v Schwingungsdauer und Frequenz der 
Schwingungen des Dipols, mit t, v hingegen diejenige Schwin- 
gungsdauer und Frequenz, welche der ruhende Beobachter 
in P wahrnimmt. Erfolgt die translatorische Bewegung des 
leuchtenden Punktes während einer Schwingung merklich 
gleichförmig und geradlinig, so gilt die Beziehung (75), 
welche die Zeitelemente des Entsendens mit denen des Auf- 
fangens verknüpft, auch für die gesamte Dauer der in der 
Lichtquelle bzw. in dem ruhenden Aufpunkte P stattfindenden 
Schwingungen; es wird 

(7«^a) ' , 

^ ' T V 1 — p COS qp ^ 
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und das ist eben die gewöhnliche Fassung des Dopplerschen 
Prinzipes: Die Schwingungsdauer r der wahrgenom- 

menen Schwingungen wird verkleinert, wenn der 
leuchtende Punkt dem Beobachter sich nähert (qo ein 
spitzer Winkel), sie wird vergrößert, wenn der leuch- 
tende Punkt sich vom Beobachter entfernt (qo ein 
stumpfer Winkel). Bei Annäherung der bewegten Lichtquelle 
werden demnach alle Spektrallinien nach der violetten, bei 
Entfernung nach der roten Seite des Spektrums verschoben. 

Das gilt, wenn der Beobachter ruht. Bewegt er sich 
dagegen mit der Geschwindigkeit b*, so braucht die Welle, 
die in der Zeit dt den ruhenden Punkt P passiert, die Zeit 

C — ir* 



(75b) 



1 — ß* cos qp* 



um über den bewegten Punkt hinwegzustreichen. Es gilt folglich 
, dt* 1 — ß cos qp 

' dt' 1 — ß* cosqp* 

Dieses ist die allgemeinste Fassung des Doppler- 
schen Prinzipes. Sie fußt im Grunde nur auf der Rela- 
tion (64a); diese aber sagt nichts anderes aus, als daß die 
Lichtfortpflanzung im Raume nach aUen Seiten hin mit der 
gleichen Geschwindigkeit erfolgt, und daß das Licht seine Ge- 
schwindigkeit weder infolge Bewegung der Lichtquelle noch 
infolge der Bewegung des Beobachters ändert. Nur diese Grund- 
voraussetzung der elektromagnetischen Lichttheorie kommt bei 
der Ableitung des Dopplerschen Prinzipes ins Spiel. Es sind 
demnach nur die Feldgleichungen für den Äther, nicht die 
sonstigen Voraussetzungen der Elektroneutheorie, die dem 
Dopplerschen Prinzipe zugrunde liegen. 

Für periodische Lichtschwingungen bestimmen sich die 
Schwingungsdauer r* und die Frequenz v*, welche der bewegte 
Beobachter wahrnimuit, folgendermaßen: 

T* v' 1 — ß COS qp 
r' V* 1 — ß* COS qp* 
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Bewegen sich Lichtquelle und Beobachter einander parallel 
mit einer nach Richtung und Betrag konstanten Geschwindig- 
keit, so ist ß* ^ ß 



q>* - cp-, 



es folgt demnach ans (75c, d) 

(75e) t* = r', v* = v'. 

Bei gemeinsamer Translationsbewegung der Licht- 
quelle und des Beobachters fällt die Dopplersche 
Korrektion fort. Der bewegte Punkt P wird in der gleichen 
Zeit dt' von der Welle überstrichen, in der die Welle von der 
bewegten Lichtquelle entsandt wurde. Dieser Satz findet seine 
Anwendung auf das Licht irdischer Lichtquellen, welches von 
irdischen Beobachtern wahrgenommen wird; er lehrt, daß die 
Schwingungsdauer des wahrgenommenen Lichtes mit der Dauer 
der in der Lichtquelle stattfindenden Schwingungen übereinstimmt. 

Die zur Zeit t' vom leuchtenden Punkte ausgehende 
Störung wird zur Zeit t eine Kugelfläche vom Radius 
r = c{t — t') einnehmen. Wir wählen die Zeit t so groß, daß 
die Kugel sich bereits bis zur Wellenzone ausgedehnt hat. 
Hier sind die Feldstärken diejenigen, die wir am Schlüsse des 
vorigen Paragraphen kennen lernten. Da die Beträge der 
Feldstärken einander gleich sind, so ist die elektrische Energie- 
dichte der magnetischen gleich; die gesamte Energiedichte ist 




Wir bezeichnen mit dco den körperlichen Winkel, unter 
dem ein Flächenelement der Kugel vom Mittelpunkte aus ge- 
sehen wird. Die Breite der in der Zeit dt' entsandten Welle 
beträgt cdt, da die mit Lichtgeschwindigkeit forteilende Welle 
in der Zeit dt über den ruhenden Aufpunkt forteilt: dabei ist 
dt durch dt' gemäß dem Dopplerschen Prinzip zu bestimmen 
(Gl. 75). Die Energie der im Zeitelemente dt' entsandten Welle 
beträgt demnach 

^ fda^^dt^dt'p^ . 

4 3t,/ 4 3t,/ d t 
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Dieselbe ist zwischen zwei exzentrischen Kugelflächen ent- 
halten; die Kugelflächen expandieren sich mit Lichtgeschwin- 
digkeit; dahei nimmt umgekehrt proportional zu r* ab, so 
daß die gesamte Energie des Wellenimpulses bei der Aus- 
breitung im Raume sich nicht ändert. Diese Energie ist in 
der Zeit dt' von der bewegten Lichtquelle in den Raum ent- 
sandt worden. Die in der Zeiteinheit ausgestrahlte 
Energie beträgt 




Wir können die Strahlung des leuchtenden Punktes auch 
auf einem anderen Wege berechnen, nämlich auf Grund des 
Poyntingschen Satzes. Der Poyntingsche Vektor weist nach 
Gleichung (74c) parallel dem Kugelradius; es wird mithin 
seine in der Richtung des Radius genommene Komponente mit 
seinem Betrage identisch: 

(76a) = 

Der Poyntingsche Satz bestimmt nun (vgl. § 4) den Energie- 
strom, der in der Zeiteinheit durch die Flächeneinheit einer 
ruhenden Fläche hindurchtritt. Dieser „absolute Energie- 
strom" ist gleich der Normalkomponente des Vektors ®. 
Um mit Hilfe des Poyntingschen Satzes die ausgestrahlte 
Energie zu bestimmen, müssen wir den leuchtenden Punkt 
durch eine ruhende Fläche einschließen; wir wählen zweck- 
mäßigerweise eine Kugel, welche zur Zeit t gerade mit der zur 
Zeit t' entsandten Kugel koinzidiert. Dabei dürfen wir aber 
nicht übersehen, daß die Zeit, während deren die in der Zeit dt' 
von dem bewegten leuchtenden Punkte entsandte Welle durch 
die Kugel tritt, nicht an allen Punkten der Kugel die gleiche 
ist. Sie bestimmt sich, gemäß dem Dopplerschen Prinzip, für 
die verschiedenen Punkte der Kugel in verschiedener Weise; 
es ist eben die Zeit, die wir oben (in Gl. 75) mit dt bezeich- 
neten. Will man mit Hilfe des Poyntingschen Satzes 
die Energie bestimmen, die von einem bewegten leuch- 
tenden Punkte entsandt wird, so hat man die Zeit, 
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während deren die Welle durch die Elemente der 
ruhenden Fläche tritt, dem Dopplerschen Prinzipe 
gemäß zu berechnen. Die in der Zeit dt' entsandte Strah- 
lung wird dann, nach (76 a), 

r* j dmSdt = dt' I da 6» • 

Man sieht sofort, daß für die sekundliche Strahlung der 
bewegten Lichtquelle ein Ausdruck folgt, der mit (76) genau 
übereinstimmt. 

Man kann nun aber auch statt der ruhenden Fläche eine 
dem leuchtenden Punkte parallel mitbewegte Fläche zugrunde 
legen. Für eine solche fällt, wie wir oben zeigten, die 
Dopplersche Korrektion fort. Die in der Zeit dt entsandte 
Welle tritt in dem gleichen Zeitintervall dt' durch die gleich- 
förmig mitbewegte Fläche. Auf eine bewegte Fläche ist 
aber der Poyntingsche Satz nicht ohne weiteres an- 
zuwenden. Es ist vielmehr zu berücksichtigen, daß zu dem 
absoluten elektromagnetischen Energiestrom, der nach der 
Poyntingschen Theorie im Raume stattfindet, derjenige Energie- 
strom tritt, der allein eine Folge der Bewegung der Fläche 
ist. Der letztere beträgt pro Flächeneinheit 

•„slr + e'l, 

wenn die parallel der äußeren Normalen genommene Kom- 
ponente der Geschwindigkeit der bewegten Fläche ist; denn 
die Energie, die infolge der Bewegung der Fläche in der Zeit- 
einheit durch die Flächeneinheit tritt, ist gleich b^, multipliziert 
mit der Energiedichtsf^sie tritt bei der Bewegung von außen 
nach, ianeii; die Normalkomponente des Poyntingschen 
Vektors, gibt dagegen den durch die Veränderung des Feldes 
allein bedingten, von innen nach außen tretenden Energiestrom 
an. Die Differenz 

(76b) + 

stellt den Energiestrom durch die bewegte Fläche, oder, wie 
wir sagen wollen, den „relativen Energiestrom“ dar. 
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Die Anwendung auf unsere, dön gleichförmig bewegten 
leuchtenden Ptinkt einschließende mitbewegte Kugel ergibt, da 
die Geschwindigkeit der Kugel mit ihrer Normalen den Winkel (p 
einschließt, und da in der Wellenzone = ist, gemäß (76aj 

L - |ö| cos qp) = ^ e»(l - /f cos (p) 

als Wert des relativen Energiestromes. Die in der Zeit- 
einheit durch die ganze Kugel hindurchtretende Energie wird 
demnach 

11 J “ ß cosqp); 

dieser Ausdruck stimmt, nach (75), wiederum genau mit dem 
in (76) erhaltenen Werte für die in der Sekunde ausgestrahlte 
Energie überein. 

Die sinngemäße Anwendung des Poyntingschen Satzes 
ergibt demnach in jedem Falle den richtigen Wert für die 
Strahlung, die von der bewegten Lichtquelle entsandt wird. 
Dabei kann man eine ruhende oder eine mitbewegte Fläche 
der Anwendung des Poyntingschen Satzes zugrunde legen. 
Im ersteren Falle ist die Dopplersche Korrektion zu berück- 
sichtigen; im letzteren Falle fällt zwar die Dopplersche Kor- 
rektion fort, es ist jedoch der Poyntingsche Satz mit Rück- 
sicht auf die Bewegung der Fläche zu korrigieren. 

Das Dopplersche Prinzip und der Poyntingsche Satz sind 
die Grundpfeiler der Strahlungstheorie. Derjenige, der sich 
mit ihnen nicht gründlich vertraut gemacht hat, ist den Pro- 
blemen der Optik bewegter Körper nicht gewachsen. Denn 
es wird ihm nicht gelingen, zwischen der Skylla des Doppler- 
schen Prinzipes und der Charybdis des Poyntingschen Satzes 
unversehrt hindurchzusteuern. 

Neben der ausgesandten Energie ist für die Mechanik des 
bewegten leuchtenden Punktes die ausgesandte Bewegungsgröße 
von Wichtigkeit. Wie wir in § 5 allgemein gezeigt haben, 
ist die Dichte der elektromagnetischen Bewegungsgröße dem 
durch c* dividierten Strahlvektor gleich. In der Wellenzone 
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des leuchtenden Punktes ist mithin, nach (74 c), die Dichte der 
Bewegungsgröße 



fl = »i 



1 

45tC 



e*. 



Dieser Vektor ist an Stelle der Energiedichte ^ C* in 

die Formel (76) einzusetzen, um die in der Zeiteinheit 
von dem bewegten leuchtenden Punkte entsandte Be- 
wegungsgröße zu erhalten: 



(77) 



dt' 






dt 

dt' 



In (76) und (77) ist unter @ die Feldstärke der vom 
bewegten leuchtenden Punkte entsandten Wellen zu verstehen. 
Handelt es sich um eine gleichförmige geradlinige Bewegung 
des leuchtenden Punktes, so ist nach der Vorstellung, die wir 
uns von dem Vorgänge in der Lichtquelle machten, das posi- 
tive Elektron in gleichförmiger, geradliniger Bewegung be- 
griffen, während das negative Elektron kleine Schwingungen 
um das positive ausführt. Wir wollen voraussetzen, daß die 
Geschwindigkeit der Schwingungsbewegung klein ist gegen 
diejenige der gemeinsamen Translation. Alsdann ist unter ti 
in (74) der konstante Geschwindigkeitsvektor der bewegten 
Lichtquelle zu verstehen. Der daselbst auftretende Vektor 
(vgl. 73 a) 

(77a) = 



gewinnt in diesem Falle eine vereinfachte Bedeutung. Es ist 
(vgl. Abb. 2 in § 12) der Radiusvektor, der nach dem Aufpunkte 
von dem gleichzeitigen Orte der Lichtquelle aus gezogen ist. 

Das gleichförmig bewegte positive Elektron trägt nichts 
zur Strahlung bei; denn die Feldstärken des von ihm erregten 
Feldes nehmen (vgl. § 12) mit dem Quadrate des Abstandes ab und 
verschwinden in der Wellenzone gegen diejenigen des schwingen- 
den negativen Elektrons. Wir können mithin für @ den Aus- 

druck (74) einführen. Dabei ist ^ dasselbe (vgl. 70a), was 
wir jetzt als Dopplersche Korrektion bezeichnet und, auf einen 



Digiiized by Google 




§ 14. Zweites Kapitel. Wellenstrahlung einer bewegten Punktladnng. 109 



festgehaltenen Au^unkt uns beziehend, geschrieben haben. 
Nach (75) wird daher 

(”i>) 

Unter D ist dabei die konstante Geschwindigkeit des 
leuchtenden Punktes zu verstehen, unter D die Beschleunigung 
des schwingenden negativen Elektrons. Es ist zu betonen, 
daß die obigen Einschränkungen sich nur auf die Anwendung 
beziehen, die wir von unseren Formeln machen. Handelt es 
sich um die Energie und BewegungsgröBe, die von einem 
einzelnen beschleunigten Elektron ausgesandt werden, so sind 
unsere Formeln in dem Bereiche gültig, den wir bereits in § 11 
umgrenzten; ti und Ö stellen dann die Geschwindigkeit und die 
Beschleunigung dar, welche dem Elektron zur Zeit t' des Ent- 
sendens erteilt wurden. Nur die Anwendung auf die Theorie 
des bewegten schwingenden Dipols gründet sich auf die er- 
wähnte vereinfachende Annahme, daß der periodische Teil von D 
klein ist gegen den konstanten, die Translationsgeschwindigkeit 
des Dipols darstellenden Teil. 

Nach Regel (d) in Bd. I, S. 452 ist 

»]] = jri-7j(6>fi)-ö(l -/3 co8<)p)- 

Berücksichtigt man nun, daß 

(77 c) (ri- ^ = 1 4- - 2/3 cosy, 

so erhält man 

(77d) -ß‘, 

+ |(i»)(it,)(l — /3 co»(»)), 

wobei übrigens, nach (74 c), durch ffi* zugleich der Strahl vektor 
bestimmt ist: 

(77 e) ® = 

Wir ziehen nun zunächst zwei spezielle Fälle in Betracht, 
nämlich erstens den Fall, daß die Schwingungen des negativen 
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Elektrons parallel, und zweitens den, daß sie senkrecht zur 
Bewegungsrichtung der Lichtquelle erfolgen. 



I. Longitudinal schwingender Dipol. 

Hier gUt (ör,)*=B*cos>, 

- (dti) (ntj) = d*/3 cos (p. 

Es wird daher aus (77d) nach einigen Umformungen 

( 78 ) 

' ^ r’c*(l — ^cosqp)* 

Die Einführung in (76) und (77) ergibt, hei Berück- 
sichtigung von (75), 

V clW^ e’6* r d(ösin*<]p 

( dt' p cos qp)‘ 

für die ausgestrahlte Energie, und 

«’6* sin’q) 

~ TT ~ inc*J (i^ßcös i^‘ 
für die ausgestrahlte Bewegungsgröße. 



II. Transversal schwingender Dipol. 

Hier gilt 

(öd) =■ 0 und (öti)*= d* sin*g) cos*5, 

wenn f den Winkel der Ebenen der Vektoren (d, d) und (d, ti) 
anzeigt, qp, g demnach Polar ko ordinaten der Einheitskugel sind. 
Es wird 

(79) = rW^'^*coB^« j (1 - ^ cos qp)* - (1 - ^>) sin* qp cos* g ) • 

Die Einführung in (76) und (77) ergibt 

( ^ 

I (1 — ß cos (J))* 

(7ilb) 

— (1 — /3*) cos* t 



( 79 .) - 



im’ qp ] 
ß cos qp)‘ J 



(1 — ß cos qp) 
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für die bei transversalen Schwingungen stattfindende 
Strahlung von Energie und von Bewegungsgröße. 

Was die ausgestrahlte ßewegungsgröße anbelangt, so er- 
kennt man ohne weiteres, daß nur die der Bewegungsrichtnng 
parallele Komponente von Null verschieden sein kann. In der 
Tat, betrachten wir zwei Punkte der Einheitskugel, die sich 
in bezug auf die Bewegungsrichtung spiegelbildlich entsprechen, 
d. h. dasselbe g> und ein um 180® verschiedenes 5 besitzen, so 
sind die den beiden Punkten zugehörigen Einheitsvektoren 
in (78 b) mit demselben Ausdruck multipliziert und ebenso 
in (79 b). Es zerstören sich also die Beiträge der betreffenden 
Elemente der Einheitskugel hinsichtlich der zu 0 senkrechten 
Komponenten, und es bleibt nur die zu D parallele Komponente 
übrig. Führen wir die neue Integrationsvariable 



ein, wodurch 



M = — COS <p 
da = dud^ 



wird, so ergibt die Integration nach 



(79c) 

(79d) 



dt' 



+ 1 

rdu(i — «*) 

2CV (1 + ßd)‘ ’ 
- 1 



+ 1 

d@, _ ^ — u)(l — «*) 

di' ~ ” 2C‘(J J (1 + ' 



(79e) 



dW, r _du 

dt' ^ 2c» I J 




(79f) -i®' 



r +1 -f-i 

e*Ä* I r du ( — ti) 1 — /*du{ — u)(l — w*) 

2c»^ I J (T+ ÖT^uT» 



Zur Auswertung der Integrale schreitend, setzen wir ab- 
kürzungsweise 

(80) X* = 1 - ß\ 
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Es gilt 



+ 1 

/ ' du i 

(1 + ^«)* = «*’ 



+ 1 



+ 1 



daher 

fdu{—u) f du ^ ^ 

(^öua; j “ 2 dft7 (1 + ßuY • 

- 1 - 1 

Ferner findet man leicht 

+ 1 

(80b) 

und folglich 



+ 1 

/ du 8 



+ 1 +1 

/’ duu* l d‘‘ r du 2(l-[-bp*) 

J (T+"^u)‘ “ 3 .4 dß\J ir-ffü)* = 3x« 5 



da außerdem 



+ 1 

C du _ 2 



2(1 + /J*) 



ist, so wird schließlich 
(80c) ß 



+ 1 

’d«(l — u*) 4 

(1 + ßu)‘ ~ Äü» 



Andererseits ergibt sich aus (80a): 



+ 1 



+ 1 



/ duu* 1 d Cdu{ — m) 2(1 4- 8^*) 

(T-i-7ü)^ “ 3 dßj (iTM* ’ 

- 1 -1 _ 

und mit Rücksicht auf die leicht abzuleitende Beziehung: 



/ du 2(3 4-^*) 

(I+M* 8^’ 

- 1 
+ 1 

/I 



+ 1 

^dM(l — M*) 4 



(1 + (?M)* 3*«' 
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woraus endlich folgt: 



(-u)(l- w>) 
(l + ^u)‘ 



Nach (79c, d) und (80c, d) wird die von longitudi- 
nalen Schwingungen des Dipols ausgestrahlte Energie 
und Bewegungsgröße: 

dW^ _ 2e*i* 
dt' 




(81a) 



dt’ "8c‘x*' 



Aus (79e,f) hingegen, in Verbindung mit (80a bis d), folgt 
die von transversalen Schwingungen des Dipols aus- 
gestrahlte Energie und Bewegungsgröße: 

dW^ 2 e’i’ 
dt' c’yc* ’ 

d@, 2 

dt’ “ " 3 c*x*- 





Es ergibt sich also, bemerkenswerterweise, die 
Strahlung bei transversalen Schwingungen im Ver- 
hältnis 3t* = 1 — /3* kleiner als bei longitudinalen 
Schwingungen. Bei langsamer Bewegung, wenn /3* gegen 1 
zu vernachlässigen ist, kommt natürlich dieser Unterschied 
nicht in Betracht. Alsdann gehen die Formeln (81) und (81b) 
in die Hertzsche Formel (55) für die Strahlung eines ruhenden 
Dipols über. 

Die Formeln (81a,c) zeigen an, daß der bewegte leuchtende 
Punkt fortgesetzt elektromagnetische Bewegungsgröße in den 
Kaum hinaussendet, imd zwar überwiegt die der Bewegungs- 
richtung parallele Komponente. Da nun die Summe der im 
ganzen Baume enthaltenen Bewegungsgröße, elektromagnetische 
und mechanische zusammen, den Ergebnissen des § 5 zufolge 
konstant sein muß, falls eine äußere Kraft an der Lichtquelle 
nicht angreift, so nimmt die Bewegungsgröße der Lichtquelle 

Abraham, Theorie der Elektrüitbt. II. S. Aufl. 8 
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selbst pro Sekunde um den entsprechenden Betrag ab, d. 1l 
es übt die ansgesandte Strahlung eine Reaktionskraft 
auf den leuchtenden Punkt aus, welche der Bewegung ent- 
gegenwirkt. Dieselbe beträgt: 

2 e’Ö’ 

(81 d) ÄJ = — longitudinale Schwingungen, 

(81e) Äj = — **^^4 transversale Schwingungen. 



Dabei sind natürlich Mittelwerte über eine Schwingung zu 
nehmen. Wir kommen in § 49 auf die Bedeutung dieses Er- 
gebnisses zurück. 

Wir gehen jetzt zu dem allgemeinen Falle über, wo das 
negative Elektron in der Lichtquelle ganz beliebige Schwin- 
gungen ausführt, so daß D mit 0 einen ganz beliebigen, und 
auch im Verlaufe der Schwingungen periodisch wechselnden 
Winkel einschließt. Wir können dann setzen 

ti = Ö, -I- 

wo Bj zu B parallel, Bj zu B senkrecht ist. Führt man dieses 
in (77d) ein, so treten erstens Glieder auf, die zu B* bzw. zu 
B| proportional sind; diese führen zu den soeben berechneten 
Werten der von der longitudinalen Komponente bzw. von der 
transversalen Komponente ausgesandten Strahlung. Zweitens 
aber treten noch Glieder auf, die dem Produkte | | • j Bg | pro- 

portional sind, nämlich 

— 2(Bit,)(Bgri)(l— /3*) = — 2 cos <p sin (p cos g |Bi|-|Bg| (1— /3*), 
und 
2 

-g(i,B)(ögrj) (1 — /3 cosq>) = 2/3 sing) cos g (1 — ^ cosg)) |B,|-I6g[ 



{5 ist der Winkel, den die Ebenen der Vektoren (B, b) und 
(r, b) einschließen, so daß <p, g Polarkoordinaten der Einheits- 
kugel sind ) . 

Diese beiden Glieder ergeben zu den Beitrag 



2Ü’‘ 



■ e* sinq; cosf . . 

- (/3-COSg)). 



r’c*(l — ß cos <]p)' 
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Die entsprechenden Anteile der Ausdrücke (76) und (77), 
d. h. der Strahlung von Energie und Bewegungsgröße, sind 



2e' 



und 



j i, I -Ji, I Ae, sin qp cos f , _ . 

e/ (1 — fJcosqp)®^^ 



r^t.jinqpcosf , _ 

4^6* (1 — jS cos)* ^ ' 



Setzt man hier wieder m = — cos §p, dco = dud^, so ver- 
schwindet der erste Ausdruck ohne weiteres bei der Integration 
nach 

Die Komponenten des im zweiten Gliede angegebenen 
Vektors sind gesondert zu behandeln. Es sind die Kompo- 
nenten von tj: 



parallel zu U gleich cos g>, 
parallel zu Dj gleich sin <p cos g, 
senkrecht zu D und ö, gleich sin tp sin g. 

Die erste und dritte Komponente der ansgestrahlten Be- 
wegungsgröße verschwindet ohne weiteres, wie die Integration 
nach g ergibt. Die zweite Komponente wird nach Ausführung 
dieser Integration zunächst: 

+ i 



2c* J (l-t- |Ju)‘ 



• {ß + **)• 



-1 



Gemäß (80c, d) hat auch dieses Integral den Wert Null. 
Wir haben also bewiesen: Es superponieren sich die 
Energie- und Impulsstrahlungen der longitudinalen 
und der transversalen Schwingungskomponenten des 
bewegten Dipols, was die Gesamtstrahlung an- 
belangt. Ist 71 der Winkel der Vektoren b und ti, so wird, 
nach (81) und (81 b), die pro Sekunde ausgestrahlte 
Energie: 




wofür man, mit Rücksicht auf die Bedeutung (80) von x*, 
auch schreiben kann: 

8* 
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l82a) 



2 e*6* fl» • 1 I 



oder auch 

dW 2e*.g|l ^’cos’tj 

dr = 8r>“ix‘+ «• 




2 f‘ 

3 c*x* 








(»i)M 

c*x* ) ■ 



Ebenso kann, nach (81a, c), fflr die ausgestrahlte 6e- 
wegnngsgröße geschrieben werden; 



(83) 



d® _ 2 e* (si)‘l 

dt' 3 c‘"lx‘ c’x» )' 



Diese vom Verfasser^)*) und unabhängig von 0. Heaviside^*) 
gefundenen Formeln bestimmen die Energie und den Impuls, 
die von einem beliebig bewegten Elektron ausgestrahlt werden, 
in allen denjenigen Fällen, in denen es als Punktladung be- 
trachtet werden darf. 

Bezüglich ihrer mechanischen Rückwirkung auf die be- 
wegte Lichtquelle k ann die Strahlung durch die Kraft ersetzt 
werden 



(83 a) 



* » x‘ c*x* 



3 c‘ 



r 



welche im Mittel dieselbe Abnahme der Bewegungsgröße der 
Lichtquelle bedingt. Auf den Widerspruch gegen das erste 
Axiom der Newtonschen Mechanik, der hier hervortritt, kommen 
wir am Schlüsse dieses Buches zurück. 

Nach der in § 3 erwähnten Hypothese sind die Röntgen- 
strahlen nichts anderes als die WeUenstrahlung, welche beim 
Auftrefien der Kathodenstrahlen auf die Antikathode entsteht. 
Ist das Elektron bei seiner Hemmung oder Reflexion an der 
Antikathode immerhin so wenig beschleunigt, daß die Be- 
dingung (63 b) erfüllt ist, so kann die Energie der entsandten 
Röntgenstrahlen aus unserer Formel (82) berechnet werden. 
Falls die Deutung zutriflt, die von Haga und Wind**) sowie 
von Sommerfeld **) den in § 3 erwähnten Beugungsversuchen 
gegeben worden ist, ist die Impulsbreite der Röntgenstrahlen 
von der Ordnung 10“*cm. Hiernach würde der Bereich, in 
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welchem das Elektron eine Geschwindigkeitsänderung erfährt, 
von der Größenordnung des Radius der molekularen Wirkungs- 
sphäre sein. Nehmen wir nun an, das Elektron habe die Ge- 
schwindigkeit |b 1 = 1^0, und es werde auf einem Wege von 
10“* cm, d. h. in der Zeit ~ • 10“* Sekunde, seine Bewegungs- 
richtung umgekehrt, so ist die mittlere Beschleunigung gleich 
^ c* • 10*. Der Nenner in (63b) ist c(c — | b |) = ^ c*, und a, 

der Radius des Elektrons, wird sich unten von der Größen- 
ordnui^ 10“’* ergeben. Der Bruch, der klein gegen 1 sein 
soll, ist hiernach auf 2 • 10“* zu schätzen. Hieraus folgt, daß 
bei der Emission von Röntgen strahlen der Impulsbreite 10“* cm 
das Elektron noch als Punktladung betrachtet werden darf, 
und daß (82) die Energie der vom einzelnen Elektron ent- 
sandten Röntgenstrahlung bestimmt. 

Ist aber die Impulsbreite der Röntgenstrahlen wesentlich 
geringer, so nähert man sich dem von J. J. Thomson*’) an- 
genommenen Falle einer plötzlichen Hemmung des im Kathoden- 
strahle bewegten Elektrons. Wir kommen auf die Theorie 
dieses Falles, die aus dem Rahmen der auf der Annahme einer 
Punktladung beruhenden Entwickelungen dieses Kapitels heraus- 
fällt, weiter unten zurück (vgl. § 25). 

Den y-Strahlen des Radiums, deren Eigenschaften denjenigen 
besonders stark durchdringender Röntgenstrahlen ähnlich sind, 
kommt wohl eine noch geringere Impulsbreite zu als den 
Röntgenstrahlen; die Geschwindigkeitsänderungen der Elektronen, 
denen die y-Strahlen ihren Ursprung verdanken, erfolgen dann 
noch plötzlicher als diejenigen, die bei der Emission der 
Röntgenstrahlen stattfinden. 

§ 15. Die Rückwirkung der Strahlung auf ein bewegtes 

Elektron. 

Wir stellen uns in diesem Paragraphen die Aufgabe, die 
Rückwirkung, welche die entsandte Wellenstrahlung auf das 
entsendende Elektron ausübt, in allgemeiner Weise zu ermitteln. 
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Wir betrachten dabei eine Bewegung des Elektrons, deren Ge- 
schwindigkeit bis zur Zeit t[ gleichförmig und geradlinig war, 
sodann im Zeitinterralle von t[ bis tt nach Betrag und Richtung 
in beliebiger, .aber stets in den Gültigkeitsbereich der Be- 
dingung (63 b) fallender Weise abgeändert wurde, und sodann 
von ti an wieder gleichförmig und geradlinig ist. In dem 
Zeitintervalle t [ wird das Elektron eine gewisse Energie 
und Bewegungsgröße in den Raum hinausgesandt haben. Die 
entsandte Energie ist, nach (82b) 

1 



1 1 



T, 




und die entsandte Bewegungsgröße, nach (83) 



Dies ist die zeitliche Abnahme der Energie und Bewegungs- 
größe, welche das Elektron selbst, bzw. das von ihm mit- 
geführte elektromagnetische Feld, infolge der Strahlung er- 
fahren hat; die verlorene Energie und Bewegnngsgröße findet 
sich in den entsandten Wellen wieder. 

Will man nun die Rückwirkung der Strahlung auf das 
Elektron durch eine Kraft St’ zum Ausdruck bringen, so muß 
man diese Kraft so bestimmen, daß 



(84) 



— @ia und 

1 



s 

1 



ist, d. h. daß ihr Zeitintegral der ausgestrahlten Bewegungs- 
größe, ihr Wegintegral der ausgestrahlten Energie entgegen- 
gesetzt gleich ist. Die Reaktionskraft der Strahlung hat 
demnach die Gleichungen zu erfüllen 
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Das muß selbstverständlich auch dann gelten, wenn irgend- 
welche äußeren Kräfte die Bewegung des Elektrons beeinflussen; 
auch dann muß der Impuls der Kraft St“ der gesamten Be- 
wegungsgröße, die Arbeit dieser Kraft der gesamten Energie 
der entsandten Wellen entgegengesetzt gleich sein. Es wird 
dann die Änderung der Bewegungsgröße xmd Energie des 
Elektrons durch die Keaktionskraft der Strahlung, im Verein 
mit den sonst noch vorhandenen Kräften, bestimmt. In welcher 
W eise, das wird das nächste Kapitel lehren (vgl. § 23). 

Es kann auf den ersten Blick zweifelhaft erscheinen, ob 
es überhaupt möglich ist, beiden Gleichungen (85) und (86) 
durch einen und denselben Ausdruck der Reaktionskraft jl' zu 
genügen. Um diesen Zweifel zu beseitigen, geben wir sofort 
einen Ausdruck an, von dem wir zeigen, daß er, unter den 
zugrunde gelegten Annahmen, den Gleichungen (85) und (86) 
Genüge leistet. Wir setzen 



(87) 8- I «; ji.+ji,,(,S)+Ji. 



Berücksichtigen wir, daß, nach (80), gilt 



(87 a) 



dx* ^ d (1 
dt' dt' 



2 

c* 



(öö), 



BO ergibt die partielle Integration der beiden ersten Glieder; 



1 1 
S S 

/"d^(6 B) _ I # (6 6) 1 * T/y/' 1 

J C*** I C*x* )i Ic'x*''’ C*x* 



(BB) , 4B(BB)‘ 

* 
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Berücksichtigen wir, daß bis zur Zeit t[ und von der 
Zeit an der Beschleonigungsrektor 6 gleich Null seiu soll, 
so erhalten wir 

I I 













\ j. j. * >(«>»)• 1 . 
\ c’x* ' c’x* ' c‘x* ) 



Integriert man nun den Ausdruck (87) Ton ft* nach der 
Zeit, wie es (85) verlangt, und formt die ersten beiden Glieder 
in dieser Weise um, so ergibt die Vereinigung mit den letzten 
beiden Gliedern nichts anderes als die rechte Seite von (85). 
Es ist also diese Gleichung in der Tat erfüllt. 

Für die sekundliche Arbeit der Kraft ft* folgt aus (87) 



(87 c) 



(üft*) 



'I e* ((#i) 8 (Uh) 



8 c’ 



II#)’ 1 
*x* I ■ 



Da nun die partielle Integration liefert 






und da # an den Grenzen des Integrationsintervalles ver- 
schwindet, so ergibt das Zeitingral der Arbeit in der Tat den 
in (86) rechts stehenden Ausdruck. Die in (87) angegebene 
Kraft ft* erfüllt alle Bedingungen, welche der Reak- 
tionskraft der Strahlung vorgeschrieben sind. 

Es fragt sich indessen, ob durch die angegebenen Be- 
dingungen (85) und (86) die Reaktionskraft der Strahlung über- 
haupt eindeutig bestimmt ist. Wir wollen auf den Nachweis 
der Eindeutigkeit nicht eingehen, sondern weiter unten in § 49 
eine andere Ableitung des Ausdruckes (87) für die Rückwirktmg 
der Strahlung geben. 

Wir betrachten einige spezielle Fälle. 



a) Gleichförmige Bewegung längs eines Kreises. 

Es ist (öö) = 0; der Beschleunigungsvektor hat den Betrag 



|6| = IH 



R 
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wenn B der Radius des Kreises ist. Seine Richtung dreht 
sich wie diejenige des Geschwindigkeitsvektors mit der Winkel- 
geschwindigkeit ■ Man sieht ohne weiteres ein, daß ö ein 
zu B senkrechter Vektor vom Betrage , 



Ifl 

li 






ist; er weist in die entgegengesetzte Richtung wie B, so daß 
man hat: 



B = — B 

Demnach ergibt (87) 

(88) ft*=-B 



2 e’ 
¥ c» 



‘i?*’ 



x«= 1 - 



Die Reaktionskraft ist der Bewegung entgegen- 
gerichtet; sie ist dem Quadrate des Kreisradius um- 
gekehrt proportional und steigt mit wachsender Ge- 
Bchwindiekeit an wie 

_ß> 

(i-ßy' 



Für die Arbeit der Reaktionskraft erhält man 



3 s 8 




was selbstverständlich mit (86) übereinstimmt. Die Überein- 
stimmung mit (85) ist nicht ohne weiteres ersichtlich. Sie 
wurde ja auch nur postuliert für eine Bewegung, die mit dem 
Werte Null von B beginnt und endigt, während dazwischen 
sich B stetig ändert. Es ist also, bevor das Elektron die Kreis- 
bewegung beginnt, und nachdem es dieselbe beendigt hat, je 
ein Intervall anzunehmen, in welchem B von Null in stetiger 
Weise zu seinem, der Kreisbewegung entsprechenden Werte 
übergeht und wieder zum Werte Null zurückkehrt. Für den 
Kreisbogen, zusammen mit diesen beiden Intervallen, ist, wie 
aus dem gegebenen Beweise folgt, das Zeitintegral der Reak- 
tionskraft durch (85) bestimmt. 
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Betrachten wir übrigens zwei Bewegungen, die um einen 
ganzen Umlauf voneinander verschieden sind, bei denen aber die 
Überführung in die Kreisbahn und die Zurückführung in die 
gleichförmige Bewegung längs genau derselben Bahn geschah, 
so folgt aus der Gültigkeit von (85) und (86) für die beiden 
betrachteten Bahnen: Für einen ganzen Umlanf müssen 
die Relationen (85) und (86) erfüllt sein. Das gilt 
übrigens ganz allgemein für periodische Bewegungen. Denkt 
man den oben gegebenen Beweis noch einmal durch, so sieht 
man ein, daß die von den Integrationsgrenzen herrührenden 
Terme sich auch dann fortheben, wenn zu den Zeiten t[ und t'i 
die Vektoren D und ö die gleichen sind. Ist der Bewegnngs- 
zustand an den Grenzen des Integrationsintervalles 
derselbe wie z. B. bei einer periodischen Bewegung zu 
zwei durch eine Periode getrennten Zeiten, so gelten 
die Relationen (85) und (86) ohne weiteres für die durch 
(87) gegebene Kraft. Bei der soeben behandelten Kreis- 
bewegung z. B. ergibt das Zeitintegral von (88) für einen ganzen 
Umlauf den Wert Null, was mit (85) übereinstimmt. 



b) Gleichförmige Bewegung längs einer Kreisschraube. 



Wir setzen 



ü = b, -f bj. 



indem wir unter bj den konstanten Vektor verstehen, welcher 
die Projektion von b auf die Achse der Schraube darstellt, 
unter bj hingegen die Projektion von b auf eine zur Schrauben- 
achse senkrechte Ebene. Der Beschleunigungsvektor ß liegt 
in dieser Ebene; er ist senkrecht zu bj und bj, mithin auch 
zu b gerichtet, so daß (b b) auch hier gleich Null ist. Ferner gilt 

Ö = = 



wo der Radius der durch b, dargestellten Kreisbewegung 
ist. Wir erhalten aus (85) 
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oder, indem wir b = + bj einführen und 

hl 

ßl 



fl* — — 

Pl - cl > t's c‘ 



ß! + ßl- ß‘ 



daher 
setzen: 

/QQ'l CU .H. *’ / h . ^ _L h . J*L l 

(89) Ir 3 cM**! x’ X* } 



Die Reaktionskraft der Strahlung ist die Resul- 
tante zweier Kräfte, von denen die erste der Be- 
wegung längs der Schraubenachse, die zweite der 
Kreisbewegung in der zur Achse senkrechten Ebene 
entgegen wirkt. Sind die Abmessungen der Schraube solche, 
daß bl und bj von derselben Größenordnung werden, so über- 
.wiegt bei langsamer Bewegung die zweite, der Kreisbewegung 
entgegen wirkende Komponente. Bei raschen Bewegungen von 
der Ordnung der Lichtgeschwindigkeit jedoch kommt auch die 
erste Komponente in Betracht; es wird daher ein im homogenen 
magnetischen Felde sich sehr rasch bewegendes Elektron nicht 
nur in der Kreisbewegung um die magnetischen Kraftlinien, 
sondern auch in der translatorischen Bewegung längs der 
Kraftlinien gehemmt werden, falls die Rückwirkung der Strah- 
lung in Betracht kommt. 

Nach der Formel (7 b) des § 2 ist bei der Schrauben- 
bewegung im homogenen magnetischen Felde 




wo die spezifische Ladung des Elektrons ist (tj nimmt, wie 
wir im nächsten Kapitel sehen werden, mit wachsendem ß ab '. 
Es wird demnach (89) 



(89a) 






3 c’ x‘ 



jb./ij^-t-bj (1 




was bei Kreisbewegung senkrecht zu den magnetischen Kraft- 
linien übergeht in 



(89 b) 






2 e’ Tj’ö* 

3 c’ X* ’ ' 
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Übrigens ist snzumerken, daß bei der Anwendung dieser 
Formeln auf die Kathodenstrablen Vorsicht geboten ist. Es 
handelt sich bei den Kathodenstrablen nicht um ein einzelnes 
Elektron, sondern um eine ganze Schar von Elektronen, die 
parallele Bahnen beschreiben. Da die ausgestrahlte Energie 
und Bewegungsgröße durch den Poyntingschen Vektor bestimmt 
wird und dieser das äußere Produkt der beiden Feldstärken ist, 
so superponieren sich im allgemeinen zwar die Felder der 
einzelnen Elektronen, aber nicht die ausgestrahlten Beträge 
der Energie und der Bewegungsgröße. Denkt man sich z. B. 
eine Anzahl von Elektronen auf einem Kreise in gleichen 
Abständen angeordnet und mit der gleichen Geschwindigkeit 
längs des Kreises bewegt, so wird die Ausstrahlung um so 
geringer, je größer die Zahl der Elektronen ist. Im Grenz- 
falle sehr vieler Elektronen strahlt diese Elektrizitätsbewegung 
wie ein stationärer Strom, d. h. sie strahlt überhaupt nicht. 
Hieraus folgt, daß auch die Rückwirkung der Strahlung auf 
das einzelne Elektron eine andere ist, wenn noch andere in 
der gleichen Weise bewegte Elektronen zugegen sind. Man 
muß dann bei der Behandlung der Strahlung und der Strah- 
lungskräfte den Elektronenschwarm als Ganzes behandeln. 

Anders liegen die Verhältnisse bei der Lichtemission. 
Nehmen wir an, daß in jedem lichtentsendenden Molekül nur 
ein einziges Elektron schwingt, so sind die Schwingungen der 
einzelnen Elektronen unabhängig voneinander. Die Phasen- 
<lifferenz zweier Elektronenschwingungen ist eine ganz beliebige, 
und daher tritt bei der Superposition der entsandten Wellen 
ebenso oft eine Schwächung wie eine Verstärkung der Strah- 
lung durch Interferenz ein. Bei der Mittelwertsbildung über 
eine große Zahl von Molekülen und über eine große Zahl von 
Schwingungen ergibt sich eine Strahlung, die gleich der 
Summe der Strahlungen der einzelnen Moleküle ist. Hier ist 
also das Ergebnis dasselbe, als wenn jedes Molekül für sich 
allein die Schwingungen ausgeführt und die Strahlung ent- 
sandt hätte; man kann in diesem Falle auch die Rückwirkung 
der Strahlung auf die Schwingung angeben, ohne auf die 
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Wechselwirkungen der Moleküle Rücksicht zu nehmen. Hat 
man es mit kleinen Schwingungen zu tun, deren Geschwindig- 
keit klein ist gegen die Lichtgeschwindigkeit, so ergibt (87) 



als Reaktionskraft der Strahlung. Das war der Ausdruck, den 
wir in § 9 (Gl. 58) abgeleitet hatten. 

Übrigens liegt den Entwickelungen dieses Paragraphen 
wie denen der vorangehenden die Annahme einer Punktladung 
zugrunde. Dadurch ist die Lichtgeschwindigkeit und deren 
Nachbarschaft sowie selbstverständlich die Überlichtgeschwin- 
digkeit ausgeschlossen. Es wäre durchaus unzulässig, wenn 
wir etwa aus dem Ünendlichwerden der Reaktionskraft für 
/3 = 1 schließen würden, daß eine Strahlung aussendendes 
Elektron nicht mit Lichtgeschwindigkeit bewegt werden kann. 
Auf eine beschleunigte Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit 
sind unsere Formeln nicht mehr anzuwenden; denn das Elektron 
ist nicht als Punktladung anzusehen, sondern es besitzt, wie 
wir im nächsten Kapitel zeigen werden, endliche Abmessungen. 
In der unmittelbaren Nähe der Lichtgeschwindigkeit versagen 
demnach unsere durch die Bedingung (63 b) in ihrer Gültigkeit 
eingeschränkten Formeln. Die Frage nach der Erreichung und 
Überschreitung der Lichtgeschwindigkeit kann nur auf Grund 
bestimmter Voraussetzungen über die Form und die Ladungs- 
verteilung des Elektrons in Angriff genommen werden. 



Drittes Kapitel. 

Die Mechanik der Elektronen. 

§ 16. Die Grundhypothesen der Dynamik des Elektrons 
und das elektromagnetische 'Weltbild. 

Im vorigen Kapitel, wo wir die von einem beschleunigten 
Elektron entsandte Wellenstrahlung behandelten, kam nur das 
Feld in großen Entfernungen vom Elektron in Betracht. Nun 
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ist aber für die Rückwirkung auf das bewegte Elektron haupt- 
sächlich die Energie und die BewegungsgröBe des Feldes, 
welches das Elektron unmittelbar umgibt, Ton Bedeutung 
Man gewinnt eine Vorstellung von der Art des Einflusses, 
welchen das mitgeführte Feld auf die Bewegung des Elektrons 
ausübt, indem man an die Analogie des elektrischen Leitungs- 
stromes anknüpft. 

Ein Leitungsstrom ist von einem magnetischen Felde 
umgeben, dessen Energie dem Quadrate der Stromstärke pro- 
portional ist. So erklärt es sich, daß dem Anwachsen der 
Stromstärke eine „elektromotorische Kraft der Selbstinduktion“ 
entgegen wirkt, welche der zeitlichen Änderung der Strom- 
stärke proportional ist. Der Konvektionsstrom, den das be- 
wegte Elektron darstellt, wird gleichfalls von magnetischen 
Kraftlinien umschlungen; die magnetische Energie ist, bei 
langsamer Bewegung wenigstens, auch hier dem Quadrate der 
Stromstärke proportional. Da nun die Stromstärke in diesem 
Falle der Geschwindigkeit des Elektrons proportional ist, so wird 
der elektromotorischen Kraft der Selbstinduktion hier eine 
Kraft entsprechen, welche der Beschleunigung des Elektrons 
lA’oportional und ihr entgegen gerichtet ist. Der Gedanke 
Maxwells, welcher die „elektrokinetische“ Energie des elek- 
trischen Stromes mit der kinetischen Energie bewegter träger 
Massen verglich (Bd. I, § 70), nimmt hier eine noch greif- 
barere Form an als beim Leitungsstrome. Jene vom magne- 
tischen Felde herrührende, einer Beschleunigung des Elektrons 
entgegen wirkende Kraft entspricht in der Tat durchaus der 
Trägheitskraft der gewöhnlichen Mechanik; es wird mithin ein 
bewegtes elektrisches Teilchen infolge des mitgeführten elektro- 
magnetischen Feldes eine träge Masse besitzen, welche man, 
zum Unterschiede von der trägen Masse wägbarer Teilchen, 
als „scheinbare“ oder besser als „elektromagnetische“ 
Masse bezeichnen kann. Bei den unmittelbar an Maxwell 
anknüpfenden englischen Forschem J. J. Thomson^*) und 
0. Heaviside^*) findet sich zuerst die Vorstellung einer solchen 
„scheinbaren Masse“ der konvektiv bewegten Elektrizität. 
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Der Begriff der elektromagnetischen Trägheit gewann 
eine aktuelle Bedeutung, als man in den Kathodenstrahlen 
(vgl. § 2) rasch bewegte elektrische Teilchen kennen lernte. 
Wenn anders der Konvektionsstrom überhaupt eine magne- 
tisches Feld erregt — und die Versuche von H. A. Rowland 
(vgl. Bd. I, § 99) konnten hieran kaum zweifeln lassen — ^ 
so mußten die im Kathodenstrahle bewegten Elektronen eine 
elektromagnetische Masse besitzen. Die allgemeinste zulässige 
Annahme war die, daß diese negativen Elektronen sowohl 
elektromagnetische Masse als auch „materielle“ Masse besitzen. 
Dabei ist unter „materieller Masse“ diejenige zu verstehen, 
welche der wägbaren Materie zukommt, und welche z. B. den 
elektrochemischen Ionen anhaftet. Wir haben indessen bereits 
in § 2 auf die Schwierigkeiten hingewiesen, welche vom 
atomistischen Standpunkte aus der Auffassung der Masse des 
negativen Elektrons als einer materiellen Masse entgegenstehen. 
Man wäre vor die Alternative gestellt, entweder den Kathoden- 
strahlteilchen an Stelle eines einzigen 2000 elektrische Elementar- 
quanten zuzuschreiben, oder aber die Atome der wägbaren 
Materie nicht als unteilbar zu betrachten. Diese Schwierig- 
keiten werden keineswegs gehoben, wenn man die Trägheit 
der Elektronen zum Teil als materielle, zum Teil als elektro- 
magnetische betrachtet. Sie verschwinden jedoch sofort, wenn 
man die Masse des negativen Elektrons als rein elektro- 
magnetische Masse betrachtet. Auf die Möglichkeit einer 
solchen, alle überlieferten Anschauungen umwälzenden Lösung 
wurde von verschiedenen Seiten hingewiesen, und es wurde 
bemerkt, daß die Entscheidung der Frage von den Trägheits- 
erscheinungen abhängt, welche die Elektronen zeigen, wenn 
sie mit noch größeren Geschwindigkeiten als in den Kathoden- 
strahlen sich bewegen, ln der Tat, die materielle Masse wäg- 
barer Teilchen muß, wenn anders die Axiome der gewöhn- 
hchen Mechanik richtig sind, eine Konstante sein; sie muß 
unabhängig von der Geschwindigkeit sein, mit der die Bewegung 
erfolgt. Die elektromagnetische Masse hingegen, die von dem 
elektromagnetischen Felde herrührt, wird wie das Feld selbst 
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von der Geschwindigkeit abhängen, mit welcher das Elektron 
den Äther durchfliegt. 

Gerade als die Erörterung der Frage bis zu diesem Punkte 
gelangt war, lernte man in den ^Strahlen des Radiums nega* 
tive Elektronen kennen, die noch rascher als die Kathoden- 
strahlteilchen sich bewegen. Es zeigte nämlich W. Kaufmann **), 
daß die Geschwindigkeit für verschiedene Teilchen eine ver- 
schiedene ist, und daß das „Spektrum“ von der halben Licht- 
geschwindigkeit bis dicht an die Lichtgeschwindigkeit heran 
sich erstreckt. Auch stellten bereits die ersten Versuche Kauf- 
manns es außer Zweifel, daß die Trägheit dieser Teilchen mit 
wachsender Geschwindigkeit ansteigt. Hieran anknüpfend hat 
der Verfasser dieses Werkes es unternommen^), eine Dynamik 
des Elektrons auszuarbeiten, welche geeignet war, die Versuche 
Kaufmanns auf rein elektromagnetischer Grundlage zu deuten. 
Die erhaltenen Ergebnisse wurden durch W. Kaufmanns weitere 
Untersuchungen bestätigt, so daß bereits auf der Karlsbader 
Naturforschen'ersammlung (1902) ausgesprochen werden konnte: 
Die Masse des Elektrons ist rein elektromagneti- 
scher Art. 

In diesem Paragraphen sollen die Grundhypothesen dar- 
gelegt werden, auf denen diese Dynamik des Elektrons beruht. 

Zu diesen Grundhypothesen gehören selbstverständlich die 
in § 4 entwickelten allgemeinen Feldgleichungen der Elektronen- 
theorie (I bis IV) sowie der Lorentzsche Ansatz (V) für die 
elektromagnetische Kraft Zu ihnen tritt die für die atomi- 
stische Theorie der Elektrizität fundamentale Vorstellung, daß 
die Gesamtladung e, die wir als elektrisches Elementarquantum 
bezeichnet haben (§ 1), über eüien gewissen Bereich verteilt 
ist. Diesen Bereich nebst seiner Ladung nennen wir das 
„Elektron“. Er kann als Ganzes im Raume bewegt, aber 
nicht geteilt werden. An der Elektrizität, die mit der Dichte p 
über das Volumen des Elektrons verteilt ist, greift mm die 
durch die Gnmdgleichung (V) definierte elektromagnetische 
Kraft an. Dieselbe setzt sich aus zwei Teilen zusammen, 
erstens der elektromagnetischen Kraft des fremden Feldes, die 
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wir 5“ schreiben, und zweitens der vom Elektron auf sich 
selbst ausgeübten „inneren“ elektromagnetischen Kraft. Es ist 
für das Folgende bequem, diese letztere einfach ^ zu schreiben. 
Daß man die „innere“ und die „äußere“ Kraft trennen kann, 
rührt von dem in der linearen Form der Feldgleichungen 
analytisch zum Ausdruck gebrachten Superpositionsprinzipe 
her; diesem Prinzipe zufolge überlagern sich die Felder ®, § 
und welche einerseits von dem betrachteten Elektron 

selbst, andererseits von den übrigen Elektronen erregt werden. 
Durch diese Felder aber bestimmen sich die auf die Einheit 
der Ladung berechneten inneren und äußeren elektromagne- 
tischen Kräfte folgendermaßen: * 

Da wir nun die Dynamik des Elektrons rein elektro- 
magnetisch zu begründen beabsichtigen, so dürfen wir andere 
als elektromagnetische Kräfte überhaupt nicht einführen. Wir 
postulieren vielmehr: Es soll die resultierende Kraft und 
das resultierende Kraftmoment der an den Volum- 
elementen des Elektrons angreifenden elektromagne- 
tischen Kräfte verschwinden: 

(Vl) /di^p{5 + r}=-0, 

(Via) fdvQlx,^ + ti<‘] = 0. 

Diese zu den allgemeinen Grundgleichungen (I bis V) der 
Elektronentheorie tretenden besonderen Grundgleichungen der 
Dynamik des Elektrons habe ich als die „dynamischen 
Grundgleichungen“ bezeichnet. Sie sagen aus, daß die 
inneren und die äußeren elektromagnetischen Kräfte sich an 
dem Elektron im Sinne der Mechanik starrer Körper das 
Gleichgewicht halten. Auf ihnen muß eine jede elektromagne- 
tische Begründung der Dynamik des Elektrons fußen. Sobald 
man zuläßt, daß neben den elektromagnetischen Kräften noch 

Abraham, Theorie dor Elektrizität. IL S. Aufl. 9 
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andere vorhanden sind, die eine Translation oder Rotation 
hervorzurufen streben, kann von einer elektromagnetischen Be- 
gründung überhaupt keine Rede mehr sein. 

Wir müssen dem Elektron eine endliche Ausdehnung des- 
halb zuschreiben, weil für eine Punktladung die Feldstärken 
des von der Ladung selbst erregten Feldes und daher auch 
die innere elektromagnetische Kraft am Orte der Pnnktladung 
selbst dem Betrage nach unendlich und der Richtung nach 
unbestimmt wird. Dieser Umstand verbietet uns, in den 
dynamischen Grundgleichungen zur Grenze der Punktladung 
überzngehen. In der Tat wird, wie wir sehen werden, bei 
diesem Granzübergang die elektromagnetische Energie sowohl 
wie die elektromagnetische Bewegimgsgröße unendlich. Schreiben 
wir nun dem Elektron eine zwar kleine, aber doch endliche 
Ausdehnnug zu, so können wir nicht umhin, das Elektron als 
einer Rotation fähig zu betrachten. Ein Gegenstück des aus- 
dehnungslosen „materiellen Punktes“ der analytischen Mechanik 
existiert in der elektromagnetischen Mechanik nicht. Die ein- 
fachste Annahme, die man über die Bewegungsfreiheit des 
Elektrons machen kann, ist die folgende: Das Elektron 
ist einer Translation und einer Rotation fähig. Die 
allgemeinste Bewegung des Elektrons wird dieser Annahme 
gemäß durch die „kinematische Grundgleichung“ 

(VII) ö = öo -f [nx] 

dargestellt, welche der in der Kinematik des starren Körpers ' 
(Bd. I, § 9) gültigen Gleichung (Gl. 35, S. 27) vollkommen 
entspricht. Diese unsere kinematische Grundgleichung 
sagt aus, daß die Elektrizität an den Volumelementen 
des Elektrons haftet wie die wägbare Materie an den 
Volumelementen des starren Körpers. Es stellt in (VII) 

Öo die Geschwindigkeit eines im Inn ern des Elektrons ge- 
wählten Bezugspunktes dar, r den von ihm aus konstruierten 
Radiusvektor und u die Drehgeschwindigkeit des Elektrons um 
den Bezugspunkt. Den sechs durch die kinematische Grund- 
gleichung zugelassenen Freiheitsgraden stehen sechs aus den 
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djnamisclien Grundgleichungen fließende Beziehungen gegen- 
über, ganz wie in der Mechanik starrer Körper. 

Wenn wir die Kinematik des Elektrons der Kinematik 
des starren Körpers nachbilden, erreichen wir für die Dynamik 
des Elektrons ähnliche Vorteile, wie sie die analytische Mecha- 
nik durch Annahme starrer Verbindungen erzielt. Indem näm- 
lich die analytische Mechanik der Kinematik der Massensysteme 
solche Bedingungsgleichungen zugrunde legt, zu deren Aufrecht- 
erhaltung keine Arbeitsleistvmg (weder eine positive noch eine 
negative) erforderlich ist, braucht sie Kräfte, welche die ver- 
koppelten Massen aufeinander ausüben, nicht einzuführen. Sie 
kann diese Kräfte als Folge der angenommenen Bedingungs- 
gleichungen auffassen; es ist aber überflüssig, von diesen Kräften 
zu reden, da dieselben niemals Arbeit leisten, weder bei der 
wirklichen Bewegung noch bei virtuellen Bewegungen. Daher 
kann die analytische Mechanik bei der Behandlung starrer 
Massensysteme davon absehen, eine innere „potentielle Energie“ 
der Körper heranzuziehen. Aus den Bedingungsgleichungen 
der bewegten Massen und ihrer kinetischen Energie ergeben 
sich ohne weiteres die Bewegungsgleichungen des Systemes. 
Dieser Onmdgedanke der analytischen Mechanik Lagranges ist 
bekanntlich von Heinrich Hertz in seiner Darstellung der 
Prinzipien der Mechanik am konsequentesten durchgeführt 
worden. H. Hertz wünscht den Begriff der potentiellen Energie 
aus den Grundlagen der Mechanik zu verbannen. Er postuliert 
die Zurückführung der potentiellen Energie auf die lebendige 
Kraft verborgener Systeme träger Massen; diese Massen sollen 
durch „starre“ Verbindungen miteinander verkoppelt sein; alle 
Kräfte, auch anscheinende „Fernkräfte“, sollen in Wirklichkeit 
durch Mechanismen verborgener Massen übertragen sein, welche 
auch die anscheinend getrennten materiellen Körper mit- 
einander verkoppeln. Nun sind jedoch die Verbindungen, welchen 
wir in der wirklichen Körperwelt begegnen, keineswegs „starr“. 
Auch die festen Körper besitzen die Eigenschaft der Elasti- 
zität, Reibung usf. Daher reichen für eine erschöpfende Dar- 
stellung der Bewegungsvorgänge die Ansätze der analytischen 
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Mechanik nicht aus; man muß vielmehr die thermischen Vor- 
gänge berücksichtigen, welche die Bewegungen begleiten. 

Dieser Einsicht verschließt sich Hertz keineswegs. Da er 
aber alle physikalischen Vorgänge, auch die thermischen, als 
Bewegungsvorgänge aufzufassen wünscht, so kann er nicht 
umhin anzunehmen, daß in der Welt der Atome die starren 
Verbindungen seiner Mechanik verwirklicht sind. In der Tat, 
wäre die Bewegung der Atome mit Reibungs- und Fonn- 
änderungsarbeit verbunden, so wäre es logisch unmöglich, die 
Wärme der Körper als eine Art von Bewegung aufzufassen. 
Will man das mechanische Weltbild in folgerichtiger Weise 
zeichnen und dabei die potentielle Energie aus den Grundlagen 
der Mechanik verbannen, so muß man fordern, daß die kine- 
matischen Zusammenhänge der kleinsten Teilchen „starr'' im 
Sinne der Hertzschen Mechanik sind. 

Wir haben die Bedeutung dieses mechanischen Weltbildes 
für die Elektrodynamik im ersten Bande dieses Werkes (§ 70) 
erörtert, als wir die Maxwellsche Ableitung der Induktions- 
gesetze aus den Lagrangeschen Gleichungen vortrugen. Wir 
erwähnten dort bereits, daß diese Maxwellsche Analogie der 
Selbstinduktion zur Massenträgheit nicht unbedingt zugunsten 
des mechanischen Weltbildes gedeutet zu werden braucht, 
sondern daß man mit demselben Rechte umgekehrt versuchen 
kann, die Massenträgheit aus den Gesetzen der Elektrodynamik 
abzuleiten und so die Mechanik elektromagnetisch zu begreifen. 
Wir sind jetzt zu dem Punkte gekommen, wo das „elektro- 
magnetische Weltbild" auf seine Richtigkeit zu prüfen ist. Die 
elektromagnetische Masse des Elektrons ist nichts anderes als 
die Selbstinduktion des Konvektionsstromes. Ist die Dynamik 
des Elektrons rein elektromagnetisch begründet und die Träg- 
heit der Elektronen auf ihre Selbstinduktion, d. h. auf die 
Rückwirkui^ ihres Feldes, zurückgeführt, so haben wir den 
Stützpunkt gewonnen, von dem aus wir die mechanische Natur- 
anschauung in ihren Grundlagen erschüttern können. Wir 
können dann wagen, die kinetische und die potentielle Energie 
der Mechanik und alle Energieformen überhaupt als magne- 
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tische und elektrische Energie zu deuten und so ein elektro- 
magnetisches Weltbild an die Stelle des mechanischen zu setzen. 

Obwohl wir eine Tendenz verfolgen, welche derjenigen der 
Hertzschen Mechanik diametral entgegengesetzt ist, soll uns 
doch hinsichtlich der Folgerichtigkeit der Durchführung dieser 
Tendenz die Hertzsche Mechanik vorbildlich sein. Wollen wir 
an Stelle der kinetischen und der potentiellen Energie der 
Mechanik die elektromagnetische Energie setzen, so müssen 
wir der Dynamik der elektrischen Atome kinematische Ver- 
bindungen zugninde legen, deren Aufrechterhaltung weder einen 
Energieverlust noch einen Energiegewinn mit sich bringt; 
sonst ist die gesamte elektromagnetische Energie des Feldes 
nicht konstant, und es wird die Einführung einer nicht elektro- 
magnetischen Energieform doch wieder notwendig. Das elektro- 
magnetische Weltbild kann nicht umhin, der Kine- 
matik der Elektronen Bedingungsgleichungen zu- 
grunde zu legen, welche den „starren“ Verbindungen 
der Hertzschen Mechanik entsprechen. Nur auf solchen 
kinematischen Grundgleichungen fußend, ist die Dynamik des 
Elektrons ohne logische Widersprüche elektromagnetisch zu 
begründen. Nur die Übereinstimmung der Ergebnisse einer 
so begründeten Dynamik des Elektrons mit dem Experimente 
kann zur weiteren Verfolgung des elektromagnetischen Welt- 
bildes ermutigen. Die einfachste aller in den Rahmen der 
analytischen Mechanik fallenden Bedingungsgleichungen war 
es, die wir als kinematische Grundhypothese wählten. Auch 
über die Form des Elektrons werden wir meist die einfachste 
denkbare Annahme machen. Wir werden das Elektron 
als Kugel betrachten, mit einer in konzentrischen Schichten 
homogenen Verteilung der Ladung; insbesondere werden wir 
zwei GrenzfäUe, nämlich die homogene Volumladung und 
die homogene Flächenladung, bevorzugen. Beide führen 
hinsichtlich der elektromagnetischen Masse zu demselben, mit 
den Versuchen Kaufmanns übereinstimmenden Ergebnisse. Erst 
dann, wenn künftige Experimente mit diesen speziellen An- 
nahmen sich als unverträglich erweisen sollten, würde man zu 
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komplizierteren Annahmen Ober die Form und die Ladongs- 
Verteilung des Elektrons überzugehen geneigt sein. Man würde 
auch daran denken, dem Elektron mehr als sechs Grade der 
Freiheit zu geben; aber stets wären die kinematischen Ver- 
bindungen so zu wählen, daß sie als „starre" Verbindungen im 
Sinne der Hertzschen Mechanik zu bezeichnen wären. Vor- 
läufig allerdings erscheint der Übergang zu komplizierteren 
kinematischen Grundgleichungen unzweckmäßig. 

Halten wir an der kinematischen Gmndgleichung (VII) 
fest, BO brauchen wir von „Kräften“, welche die Volumelemente 
des Elektrons aufeinander ausüben, überhaupt nicht zu reden. 
Die einzigen „Kräfte“, die in Frage kommen, sind die elektro- 
magnetischen Kräfte, welche durch die Vektoren 5 und 5“* 
bestimmt sind; diese Vektoren sind nur Hilfsgrößen, die defi- 
niert sind durch die elektromagnetischen Grundvektoren ®, ^ 
und durch den Geschwindigkeitsvektor b. Die resultierenden 
Kräfte und Kraftmomente des äußeren und inneren Feldes 
allein sind es, die in die dynamischen Grundgleichungen (VI 
und Via) eingehen. Von „Kräften“ aber, welche das Elektron 
zu deformieren bestrebt sind, spricht unsere Dynamik des 
Elektrons überhaupt nicht. Die kinematische Grimdgleichnng 
bedingt es, daß solche Kräfte niemals Arbeit leisten können; 
von unserem Standpunkte aus ist die Einführung solcher Kräfte 
überflüssig. 

Anders liegt hingegen die Sache, wenn man die kine- 
matische Gmndgleichung (VH) fallen läßt und eine Form- 
änderung des Elektrons als möglich an.sieht. Dann müssen 
nicht nur die resultierenden Kräfte und Kraftmomente am 
Elektron im ganzen sich das Gleichgewicht halten, sondern 
es muß an jedem Volumelemente des Elektrons Gleichgewiclit 
bestehen, da ja eine am Volumelemente haftende „materielle“ 
Masse nicht angenommen werden soll. Dann muß man schon 
für das ruhende Elektron annehmen, daß neben den elek- 
trischen noch innere elastische Kräfte wirken, welche es ver- 
hindern, daß die Volumelemente ihrer gegenseitigen Abstoßung 
Folge leisten. Diese Kräfte müssen ganz enorme sein; denn 
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die elektrischen Kräfte, welche an der Oberfläche des Elektrons 
angreifen, übertrefien, weil die Abmessungen des Elektrons so 
außerordentlich klein sind, die experimentell herstellbaren elek- 
trischen Kräfte um das Billionenfache. Bewegt sich nun das 
Elektron als Ganzes translatorisch oder rotatorisch, so werden 
die elektromagnetischen Kräfte abgeändert werden und mit 
ihnen die elastischen, derart, daß an jedem Volumelemente die 
elektrischen und die elastischen Kräfte sich das Gleichgewicht 
halten. Die Abändening der elastischen Kräfte wird von einer 
Formänderung begleitet sein. Der Translationsbewegung und 
der Rotationsbewegung wird sich demnach eine innere Form- 
änderungsbewegung überlagern, die ihrerseits das innere Feld 
beeinflußt. Man hat, präzis gesprochen, neben den Gleich- 
gewichtsbedingungen für die Volumelemente noch die Feld- 
gleichungen (I bis IV) zu erfüllen und hat zu zeigen, daß die 
hinsichtlich der elastischen Kräfte gemachten Annahmen zu 
keinen Widersprüchen führen. Eine solche, nachgewiesener- 
maßen widerspruchsfreie Theorie eines deformierbaren Elektrons 
existiert bisher nicht. Sollte sie sich durchführen lassen und 
dem Experimente gegenüber sich gleichfalls bewähren, so wäre 
sie unserer Theorie gegenüber noch insofern im Nachteile, als 
sie gezwungen wäre, außer der elektromagnetischen Energie 
noch eine innere potentielle Energie von der Art der inneren 
Energie elastischer Körper einzuführen, deren Abnahme die 
von den elastischen Kräften geleistete Arbeit kompensiert. Man 
würde dann die Trägheitskräfte verbannt, aber dafür die 
weniger gut verstandenen elastischen Kräfte aus der Mechanik 
übernommen haben. Man würde die kinetische Energie der 
Elektronen auf die elektromagnetische Feldenergie und eine 
innere potentielle Energie zurückgeführt haben. Die Überein- 
stimmung einer solchen Dynamik des Elektrons mit dem Ex- 
perimente wäre gewiß nicht als eine Bestätigung des elektro- 
magnetichen Weltbildes aufzufassen. 

Wir werden also in diesem Werke an der Hypothese des 
„starren“ Elektrons festhalten; auf Grund dieser Hypothese 
werden wir die Frage zur Entscheidung zu bringen suchen. 
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ob die Dynamik des Elektrons rein elektromagnetisch be- 
gründet und so die Konvektionsstrahlung freier Elektronen als 
rein elektrischer V organg aufgefaßt werden kann. Ein weiterer 
Schritt auf dem Wege der elektromagnetischen Weltanschauung 
wäre die Deutung der Kräfte, welche die Materie auf die 
Elektronen ausübt, z. B. der quasielastischen Biräfte (vgL § 9), 
auf rein elektromagnetischer Basis. Der letzte Schritt endlich 
wäre die Auffassung der wägbaren Atome und Moleküle als 
Aggregate von Elektronen, eine Auffassung, welche die Träg- 
heit der Materie ohne weiteres erklären würde, von der man 
aber auch fordern müßte, daß sie von den Molekularkräften 
und von den Gravitationskräften in befriedigender Weise 
Rechenschaft gäbe. Die Welt würde dann allein aus den 
positiven und negativen Elektronen und aus dem von ihnen 
im Raume erzeugten elektromagnetischen Felde bestehen, und 
aUe Naturvorgänge wären als Konvektionsstrahlung der Elek- 
tronen oder als von ihnen entsandte Wellenstrahlung zu be- 
trachten. Dieses elektromagnetische Weltbild ist bisher nur ein 
Programm; hoffen wir, daß die Arbeit der im Dienste dieses 
Programmes tätigen Forscher von weiteren Erfolgen gekrönt 
werden möge. 

§ 17. Die Bewegungsgleiohungen des Elektrons. 

Ist das „äußere Feld“ gegeben und die jeweilige Lage, 
Geschwindigkeit und Drehgeschwindigkeit des Elektrons, so 
sind die resultierende äußere Kraft 

(90) St- §<']], 

und die resultierende äußere Drehkraft 

(9Üa) 91- =f = / dvg[t,(&- + 

gleichfalls bestimmt. Für das kugelförmige Elektron wird man 
als Momentenpunkt den Mittelpunkt desselben wählen, und 
von diesem aus den Radiusvektor r konstruieren. In der kine- 
matischen Grundgleichung gibt dann die Geschwindigkeit 



Digitized by Google 




§ 17. Drittes Kapitel. Die Mechanik der Elektronen. 137 

dieses Mittelpunktes, u die Drehgeschwindigkeit des Elektrons 
nm seinen Mittelpunkt an. 

Nimmt man die Ladungsverteilung im Elektron nicht als 
allseitig symmetrisch an, so wird man als Momentenpunkt 
den durch die Gleichung 
(90b) fdvQt = 0 

definierten Punkt wählen, der dem „Massenmittelpunkte“ der 
Mechanik entspricht, und der in diesem Falle schlechtweg als 
,,Mittelpunkt des Elektrons“ bezeichnet werden mag. 

Bei reiner Translationsbewegung (u = 0) ist die äußere Kraft 

(91) + 

Ist das äußere Feld innerhalb des vom Elektron ein- 
genommenen Bereiches merklich homogen, so reduziert sich 
der Translationsbestandteil der äußeren Kraft auf 

(91a) = + • 

Die experimentell herstellbaren konstanten elektrischen 
und magnetischen Felder sind stets als homogen anzusehen auf 
Strecken von der Größenordnung eines Elektrondurchmessers; 
die von ihnen ansgeühte Kraft wird daher stets mit genügender 
Annäherung durch (91a) angegeben. 

Die äußere Drehkraft ist bei reiner Translation 

(91b) 9l<i=fdVQlt(S.‘>]+jfdVQ[tM‘‘]]- 

Dieser Ausdruck verschwindet für ein homogenes äußeres 
Feld, da hier sowohl 6“ wie [bg^“] vor das Integralzeichen 
zu ziehen sind, gemäß (90b). Im homogenen Felde ist 
der Translationsbestandteil der äußeren Drehkraft 
gleich Null. 

Dreht sich indessen das Elektron um seinen Mittelpunkt, 
so kommt im magnetischen Felde der Rotationsbestandteil der 
äußeren Kraft hinzu: 
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welcher gemäß den Regeln (ß) und (d) in Bd. I, S. 452 zu 
schreiben ist 

(91c) { - u(t^") + t(u§“) } . 

Der Rotationsbestandteil der äußeren Kraft ver- 
schwindet gleichfalls im homogenen magnetischen 
F elde. 

Der Rotationsbestandteil der äußeren Drehkraft 
jedoch 

(91d) = 

ist auch im homogenen magnetischen Felde im all- 
gemeinen von Null verschieden. 

Bei um den Mittelpunkt symmetrischer Verteilung der 
Elektrizität ist er dem äußeren Produkte aus der Dreh- 
geschwindigkeit u und der Feldstärke proportional: 

(91e) «? = |[uri- 

Der Koeffizient | findet sich nach einer einfachen Rechnung 

§ = für Volumladung, 

I = für Flächenladung, 

wenn a der Radius des kugelförmigen Elektrons ist. 

Führen wir die nunmehr als bekannt anzusehenden Vektoren 
Ä“ und in die dynamischen Grundgleichungen (VI, Via) ein, 

so lauten diese: 

(92) = 

(92a) 91“ +yrft‘p[r5] = 0. 

Es handelt sich nun darum, den Vektor d. h. die 
elektromagnetische Kraft des vom Elektron selbst erregten 
Feldes, zu ermitteln. 

W ir haben bereits im ersten Kapitel (§ 8) in allgemeinster 
Weise die Fortpflanzung einer elektromagnetischen Störung be- 



(91f) 
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handelt. Wir haben gesehen, daß das Feld, welches zur Zeit t 
in irgendeinem Aufpunkte herrscht, sich zusammensetzt aus 
Beiträgen, welche eine mit Lichtgeschwindigkeit sich kontra- 
hierende Kugel dem Aufpunkte zuführt. Und zwar hängen 
die elektromagnetischen Potentiale von der elektrischen Dichte 
•und von der Dichte des Konvektionsstromes ab, welche die 
Kugel antrifft; die Feldstärken werden mithin von der Dichte, 
Geschwindigkeit und Beschleunigimg der Elektrizität abhängen, 
über welche die Kugel hinweggestrichen ist. Das vom Elektron 
erregte Feld wird sich demnach durch ein Zeitintegral über 
die Latenszeit r oder den Latensweg l darstellen lassen. Auf 
diese allgemeine Darstellung des Feldes kommen wir weiter 
unten (§ 24) zurück. 

In die Ausdrücke der inneren Kraft und Drehkraft gehen 
nun die Feldstärken ein, welche in dem gerade vom Elektron 
eingenommenen Bereiche herrschen, und die vom Elektron 
selbst erregt sind. Um sie direkt zu bestimmen, müßte man 
für jeden Punkt des Elektrons das Feld ermitteln und sodann 
die elektromagnetischen Kräfte, welche auf die einzelnen Volum- 
elemente wirken, nach den Regeln der Mechanik starrer Körper 
zusammensetzen. Hat sich nun das Elektron vorher mit Unter- 
lichtgeschwindigkeit bewegt, so wird für jeden zur Zeit t in 
sein Inneres fallenden Au^unkt das Feld abhängen von der 
Bewegung, welche das Elektron in einem endlichen, der Zeit t 
vorangegangenen Zeitintervalle ausgeführt hat, nämlich in dem 
Zeitintervalle, während dessen die mit Lichtgeschwindigkeit 
sich kontrahierende Kugel über das Elektron hinweggestrichen 
ist. Auch bei Bewegung mit Überlichtgeschwindigkeit wird 
das gleiche gelten; die Abweichung liegt darin, daß hier das 
Elektron von außen in die sich kontrahierende Kugel hinein- 
tritt. Nur wenn die Geschwindigkeit des Elektrons der Licht- 
geschwindigkeit gleich ist oder um diese oszilliert, liegt ein 
Ausnahmefall vor. Im allgemeinen wird die elektromagnetische 
Kraft im Innern des Elektrons abhängen von der Geschwindig- 
keit und Beschleunigung, die das Elektron in einem endlichen, 
vorangegangenen Zeitintervalle erfahren hat. Das gleiche wird 



Digilized by Googlc 




140 Erster Abschnitt. Feld und Bewegung einzelner Elektronen. §17. 

von der resultierenden inneren Kraft und Drehkraft gelten. 
Wir kommen hierauf weiter unten (§ 26) zurück. 

Aus diesen allgemeinen Überlegungen gewinnen wir eine 
Einsicht in den Sinn unserer dynamischen Grundgleichungen. 
Wir erkennen, daß diese Gleichungen im Grunde etwas ganz 
anderes aussagen, als die Prinzipien der gewöhnlichen Mechanik. 
Während die Mechtinik starrer materieller Körper die zeitliche 
Anderimg der jeweiligen Geschwindigkeit und Drehgeschwindig- 
keit durch die äußere Kraft und Drehkraft bestimmt, wenn 
die Gestalt und die Massenverteilung des Körpers gegeben ist, 
ist die Aussage der Grundgleichungen der Dynamik des 
Elektrons eine weit verwinkeltere. Dieselben sind, streng ge- 
nommen, Integralgleichungen, welche die Lage sowie die Ge- 
schwindigkeit und Beschleunigung der Translation und Rota- 
tion, die in einem ganzen Zeitintervalle herrschen, zueinander 
in eine äußerst verwickelte Beziehung setzen. Man darf daher 
nicht hoffen, Bewegungsgleichungen zu erhalten, welche gleich- 
zeitig in Strenge gültig sind, und ähnlich wie die Bewegungs- 
gleichungen des starren Körpers die Beschleunigung der Trans- 
lation und Rotation allein durch die jeweils herrschenden 
äußeren Kräfte bestimmen. Nur indem man spezielle FäUe 
herausgreift und sie passend idealisiert, kann man erwarten, 
zu übersichtlichen, für die Darstellung der beobachtbaren Be- 
wegungen geeigneten Ergebnissen zu gelangen. 

Dieses war das Ziel, welches ich bei meinen Unter- 
suchungen über die Dynamik des Elektrons verfolgt habe. Ich 
habe nachgewiesen, daß die in den Kathodenstrahlen und den 
Becquerelstrahlen stattfindenden Elektronenbewegungen so wenig 
beschleunigt sind, daß sie als „quasistationär“ gelten können, 
d. h. daß das Feld des Elektrons merklich dem bei gleich- 
förmiger Bewegung mitgeführten Feld entspricht (vgl. § 23). 
Für solche quasistationäre Translationsbewegungen bin ich zu 
Bewegungsgleichungen gelangt, welche von den in der Mecha- 
nik geltenden nicht so sehr verschieden sind. Hier läßt sich 
das Verhalten des Elektrons auch bei Geschwindigkeiten, die 
von der Ordnung der Lichtgeschwindigkeit, aber immerhin 
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kleiner als diese selbst sind, durch eine von der jeweiligen Ge- 
schwindigkeit abhängige „elektromagnetische Masse“ 
charakterisieren. Dabei ist jedoch eine andere träge Masse in 
Rechnung zu setzen, wenn es sich um Beschleunigung parallel 
der Bewegungsrichtung oder senkrecht zu ihr handelt. Beide 
Massen, die ,4ongitudinale“ sowohl als auch die „trans- 
versale“, lassen sich mit Hilfe des elektromagnetischen Im- 
pulses (§ 5) in übersichtlicher Weise darstoUen. In ent- 
sprechender Weise läßt sich aus dem elektromagnetischen 
Impulsmomente für quasistationäre Drehbewegungen ein 
„elektromagnetisches Trägheitsmoment“ ableiten. 

Wir gewinnen die Grundlage für die Theorie der quasi- 
stationären Bewegungen des Elektrons, indem wir die elektro- 
magnetische Bewegungsgröße des vom Elektron erregten Feldes 
einführen. Deren Dichte ist nach Gleichung (18): 

(93) 9 = ^.® = 

Der gesamte Impuls des Feldes beträgt 
(93a) @ = y' , 

und der Drehimpuls 
(93b) ^=fdv[xil 

Die Umformimgen, die zu den Ausdrücken (21) und (26 a) 
für die resultierende Kraft und die resultierende Drehkiaft 
eines beliebigen elektromagnetischen Feldes führten, gelten 
natürlich auch für das Feld eines einzelnen Elektrons; denn 
dieses Feld erfüllt eben die Grundgleichungen (I bis IV), auf 
denen jene Umformungen beruhten. Wir erhalten demnach 
als resultierende innere Kraft 

(93c) St^fdvQ^ = -^-. 

Bei der Berechnung des resultierenden Momentes des vom 
Elektron erregten Feldes ist zu beachten, daß als Momenten- 
punkt nicht wie in § 5 ein im Raume fester Punkt, sondern 
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der mit der Geschwindigkeit bj bewegte Mittelpunkt des Elek- 
trons gewählt wurde. Auf diesen Momentenpunkt soll auch 
das elektromagnetische Impulsmoment ^ bezogen werden. Wir 
können, da das Integral in (93 h) über den ganzen Raum zu 
erstrecken ist, unter r den Radiusvektor verstehen, der vom 
Mittelpunkt des Elektrons aus nach einem im Raume festen 
Punkte gezogen ist; dann gilt: 




Hieraus folgt als zeitliche Änderung des Impulsmomentes 

Hl- 

Das zweite Glied der rechten Seite war es, auf welches 
sich die Umformungen des § 5 bezogen, die zu den Gleichungen 
(26) und (26a) führten; denn dieses Glied stellt die zeitliche 
Änderung des auf einen im Raume festen Momentenpunkt be- 
zogenen Impulsmomentes dar. 

Wir haben daher hier zu schreiben 

Zwischen dem auf den bewegten Mittelpunkt des 
Elektrons bezogenen elektromagnetischen Impuls- 
momente ^ und dem resultierenden Momente der 
inneren elektromagnetischen Kräfte besteht demnach 
die Beziehung 

(93d) » ivQ [r%] = - [ö„®] - . 

Führen wir die Ausdrücke (93c, d) in die dynamischen 
Grundgleichungen (92, 92 a) ein, so nehmen diese die Form an 

(9^) '?J - 

(94.) 

Diese Form der dynamischen Grundgleichungen entspricht 
durchaus den Bewegungsgleichungen eines starren Körpers, 



Digitized by Google 




§ 17. Drittes Kapitel. Die Mechanik der Elektronen. 143 

wenn Kraft und Impulsmoment auf einen mit der Geschwindig- 
keit ttg bewegten Momentenpunkt bezogen sind. Sie sind in 
der Tat formal identisch mit den Bewegungsgleicbnngen (46) 
und (48) des starren Körpers, die wir im ersten Bande (§ 12) 
kennen lernten. Sie beruhen ja auf den Impulssätzen, die für 
die Bewegungsgröße des elektromagnetischen Feldes ebenso 
gelten, wie für die an den wägbaren Körpern haftende Be- 
wegungsgröße. Freilich läßt sich für die wägbaren Körper 
ohne weiteres der Impuls als Funktion der Geschwindigkeit 
und der Drehimpuls als Funktion der Drehgeschwindigkeit an- 
geben. In der Dynamik des Elektrons hingegen gewinnt man 
die Beziehungen, welche den Impuls und das Impulsmoment 
mit der Geschwindigkeit und der Drehgeschwindigkeit ver- 
knüpfen, erst durch Integration der Feldgleichungen; erst nach- 
dem das Feld der betreifenden Bewegung ermittelt ist, lassen 
sich die durch (93, 93 a, b) definierten Integrale über den 
ganzen Raum auswerten, wodurch dann die Bewegungsglei- 
chungen eine explizite, zur Bestimmung des Verlaufes der Be- 
wegung geeignete Form annehmen. 

Neben den Impulsgleichungen ist die Energiegleichung 
für die Dynamik des Elektrons von Bedeutung. Wir hatten 
dieselbe bereits in § 4 in allgemeiner Weise aus den Grund- 
gleichungen der Elektronentheorie hergeleitet. W, die ge- 
samte Energie des vom Elektron erregten Feldes, ist stets 
eine endliche, wenn wir bei der Verfolgung der Bewegung 
von einem anfangs ruhenden Elektron ausgehen und immer 
nur endliche äußere Kräfte auf das Elektron wirken lassen. 
Sie berechnet sich in diesem Falle aus den Feldstärken des 
vom Elektron erregten Feldes durch die Integration über den 
unendlichen Raum: 

Infolge der über den Anfangszustand gemachten Annahme 
können wir in der Energiegleichung, ebenso wie wir es bereits 
in § 5 in den Impulsgleichungen taten, die Oberflächeninte- 
grale streichen. Rücken wir nämlich die Begrenzungsfläche 
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SO weit fort, daß sie während des ganzen betrachteten Vor- 
ganges nicht von dem Felde erreicht wird, so findet eine Strah- 
lung durch die Begrenzungsfläche hindurch nicht statt, und es 
wird (vgl. § 4) 

^ dt dt ' 

dA 

Hier bezeichnet die Arbeitsleistung der „inneren" elek- 

trom^netischeii Kräfte JJ, die vom Felde des Elektrons selbst 
herrühren; es gilt 

("o ’ f p5) + (u, J'dvQ [r^]), 

wie aus der kinematischen Grundgleichung (VII) im Verein mit 
der «Regel (y) der Formelzusammenstellung in Bd. I, S. 452, 
folgt. Mit Rücksicht auf die dynamischen Grundgleichungen 
(92a, b) ergibt dieses 

(95b) =- (»oft“) -(««“)■ 

Es ist demnach die Arbeit der inneren elektro- 
magnetischen Kräfte entgegengesetzt gleich der Arbeit 
der äußeren elektromagnetischen Kräfte. Diese aus 
den Grundgleichungen unserer Dynamik des Elektrons folgende 
Beziehung würde nicht mehr erfüRt sein, wenn noch andere 
innere Kräfte, außer den elektromagnetischen, mitwirkten. 
Durch die Wahl der Grundhypothesen haben wir eben aus- 
geschlossen, daß solche Kräfte jemals Arbeit leisten. Die 
Relation (95 b) und die aus ihr und (95 a) sofort sich er- 
gebende Energiegleichung 

(96) ^,^=(öor)-H(tt»<-), 

sind für unsere rein elektromagnetisch begründete Dynamik 
des Elektrons wesentlich. 

Kombinieren wir nun die Energiegleichung (96) mit den 
Impulsgleichungen (94) und (94 a), indem wir die aus den 
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letzteren sich ergebenden Werte der äußeren Kraft und Dreh- 
kraft in die erstere einführen, so erhalten wir 

Diese aus der Energiegleichung und den Impuls- 
gleichungen abgeleitete Beziehung ist von großer 
Wichtigkeit für die Dynamik des starren Elektrons; 
denn sie verknüpft in einer allgemeinen, von den 
Werten der äußeren Kräfte unabhängigen Weise den 
Impuls, den Drehimpuls und die Energie des Elek- 
trons. 

Wir wollen, ehe wir zur Behandlung spezieller Bewegimgen 
übergehen, noch eine andere, allgemeine Beziehung ableiten, 
welche sich gleichfalls weiterhin als wertvoll erweisen wird. 
Dieselbe bezieht sich auf die Differenz der magnetischen 
Energie T und der elektrischen Energie U des Feldes. Diese 
Differenz soll die „Lagrangesche Funktion^' genannt werden: 
(98) L-T-U. 

Wir wollen bei der Berechnung der beiden Energiearten 
die Relationen (28) und (29) heranziehen, welche die elektro- 
magnetischen Vektoren durch die elektromagnetischen Potentiale 
ausdrücken. Dann wird 

( 88 *) 

(98b) + 

Die erhaltenen Ausdrücke sollen durch partielle Integra- 
tion umgeformt werden, wobei die über die Begrenzungsfläche 
erstreckten Integrale ein für allemal gestrichen werden sollen. 
Es liegt diesem Verfahren immer die stillschweigende Voraus- 
setzung zugnmde, daß die Grenzfläche nicht von der Störung 
erreicht worden ist; auf dieser Fläche herrscht dann noch der 
elektrostatische Anfangszustand, der zu einer früheren Zeit 
einmal im ganzen Raume geherrscht bat; dieses elektrostatische 
Feld liefert keine Beiträge zu den Oberflächenintegralen. 

Abraliam, Theorie der Elektrieität II. 2. Aofl. 10 
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Aus Regel (v) der Formelzusammenstelluug in Bd. I, 
S. 453 folgt ^ 

und, nach Einführung der Feldgleichung (I), 

(98c) 

Andererseits ergibt die Regel (t) in Bd. I, S. 453 
div^C^ = d>div6 + ®V<P, 

woraus auf Grund des Gaußschen Satzes (Regel o) folgt 

= —J' div® — — 4sr^ ivQ0. 

Demgemäß wird die elektrische Energie 
(98d) 



Wir wollen, zur Abkürzung, den Skalar 



(99) 






einführen und das über das Volumen der Elektronen erstreckte 
Integral 

(99a) V^lJ'dvQV 

die „Kräftefunktion“ nennen. Nach Gleichung (10) können 
wir auch schreiben: 

(99b) V^^fdvQ0-^fdv(f9l). 



Es folgt daher durch Subtraktion von (98 c, d) 

( 100 ) + 

Diese wichtige Beziehung zwischen der Lagrange- 
sehen Funktion und der Eräftefunktion gilt für ein 
beliebiges elektromagnetisches Feld. 
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§ 18. Gleichförmige Translation elektrischer Ladungen. 

Wir wollen die Entwickelungen dieses Part^praphen etwas 
allgemeiner halten, als es für die Theorie des translatorisch 
bewegten Elektrons unbedingt erforderlich wäre. Wir wollen 
uns ein beliebiges System elektrischer Ladungen in gleich- 
förmiger translatorischer Bewegung begriffen denken. Das 
System soll bereits seit so langer Zeit in dieser Bewegung 
begriffen sein, daß in allen betrachteten Aufpunkten die frühere, 
der gleichförmigen Bewegung vorangegangene Bewegung ohne 
Einfluß geworden ist; die Bedingungen, unter denen dieses 
der Fall ist, lassen sich auf Grund der allgemeinen Sätze über 
die Fortpflanzung der elektromagnetischen Störungen (§ 8) 
ohne Schwierigkeit angehen. Diese Sätze führen ebenso wie 
in dem speziellen Falle der Punktladung (§ 12) auch in dem 
jetzt vorliegenden allgemeinen Falle zur Lösung der gestellten 
Aufgabe; es wäre nicht schwer, die Bestimmung der elektro- 
magnetischen Potentiale auf Grund der Formeln (50) und (50 a) 
durchzuführen. Man sieht ohne weiteres ein, daß das gleich- 
förmig bewegte System elektrischer Ladimgen sein Feld einfach 
mitführt. In der Tat, denken wir uns ein mit den Ladungen 
gleichförmig mitbewegtes Bezugssystem und in diesem einen 
festen Punkt P, so werden die Werte der elektromagnetischen 
Potentiale 0 und 0 in einem solchen Punkte von der Zeit 
unabhängig sein; denn welche Zeit t man auch wählt, die 
Bewegung, nach rückwärts verfolgt, ist stets die gleiche, und 
die auf den betreffenden, zur Zeit t mit P koinzidierenden 
Au^unkt hin sich kontrahierende Kugel führt stets die gleichen 
Beiträge mit. Es ist demnach das elektromagnetische 
Feld des gleichförmig bewegten Systemes elektrischer 
Ladungen stationär, wenn es von einem mitbewegten 
Bezugssysteme aus beurteilt wird. Freilich gilt das nur 
für solche Aufpimkte, welche nicht von denjenigen elektro- 
magnetischen Wellen bedeckt werden, die vor Eintritt des 
stationären Bewegungszustandes entsandt wurden. Je größer 
die Zeit ist, welche seit dem Beginn der gleichförmigen Be- 

10 * 
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wegung verstrichen ist, desto weiter wird die Wellenzone sich 
von den bewegten Ladungen entfernt haben, wofern nicht 
deren Geschwindigkeit gerade der Lichtgeschwindigkeit gleich 
ist. Diesen Fall schließen wir aus; wir betrachten hier aus- 
schließlich Bewegungen mit Unterlichtgeschwindigkeit. Eher 
wird die mit Lichtgeschwindigkeit forteilende Wellenzone das 
stationäre Feld einschließen; lassen wir die Zeit, die seit 
Beginn der gleichförmigen Bewegung verflossen ist, beliebig 
wachsen, so dehnt sich das stationäre Feld mehr und mehr 
aus; seine Feldstärken nehmen mit dem Quadrate der Ent- 
fernung von den bewegten Ladungen ah. Seine Enei^e und 
Bewegungsgröße können daher von einer gewissen Zeit an den 
(im Falle der Unterlichtgeschwindigkeit endlichen) Werten der 
Energie und Bewegungsgröße gleichgesetzt werden, welche 
sich ergeben, wenn man das stationäre Feld als im ganzen 
Raume herrschend annimmt. Die so berechneten Werte sind 
allerdings nicht mit der gesamten Energie und Bewegungs- 
größe des Feldes identisch; um diese zu erhalten, müßten wir 
noch die Energie und Bewegungsgröße der Wellenzone hinzu- 
fügen. 

Bei der Berechnung der elektromagnetischen Potentiale 
des stationären Feldes werden wir nicht die Formeln (50) und 
(50a) als Ausgangspunkt wählen; es ist hier bequemer, auf die 
Differentialgleichungen (30a, b) zurückzugehen, die sich hier 
erheblich vereinfachen. Da nämlich die elektromagnetischen 
Potentiale stationär sind in bezug auf ein mit der Geschwin- 
digkeit 0 bewegtes System, so ist noch Bd. I, GL 116, S. 116: 



d'0 d<P 
dt dt 



+ (»V)<P = 0, 



dt 



dt 



-|-(tiV)« = 0. 



Legen wir die x- Achse der Bewegungsrichtung parallel 
und setzen 



ß 




c 



K 

c ’ 
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SO wird 

dt ~ ^Pdx> dt ~ dx ’ 



und es nehmen die Differentialgleichungen (30 a, b) der elek- 
magnetischen Potentiale die Form an: 



( 101 ) 

(101a) 



^ \x* + dy' 
dx* + dy* 



I 3’® ^ 

9’«x 

+ -gp 



Die zur Bewegungsrichtung senkrechten Komponenten des 
elektromagnetischen Vektorpotentiales sind nach (50 a) gleich 
Null, weil 

0 

war; da aber 

*,= PT = P^ 

ist, so wird im Einklang mit (101, 101a): 

(101b) K=ß^, «^=«,--0. 



Hieraus ergeben sich für die Komponenten der Feldstärken 
Beziehungen, die den in § 12 (Gl. 67 b, e) für eine gleichför- 
mig bewegte Pnnktladung abgeleiteten vollkommen entsprechen. 
Es wird 



(101c) «,= -H + 4^ = -(l-^*)||, 



(101 d) 
(101 e) 

(101 f) 





d<t> 
dy ’ 




§x- 


0, 






dz 










_ 

^y 



Auch folgt für den Vektor welcher die elektromagne- 
tische Kraft auf die mitbewegte Einheit der Ladung bestimmt, 
die der Gleichung (68) entsprechende Beziehung 

(102) 5 V?»-, ’P-=(l-^*)4>. 
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Dabei ist W, das „Konvektionspotential", identisch 
mit dem allgemein in Gleichung (99) des vorigen Paragraphen 
definierten Skalar. In dem vorliegenden Falle der gleich- 
fBnnigen Bewegung hat er der partiellen Differentialgleichung 
zu genügen: 

/1AO ^ 1 1 Ai 

(102a) X* _ _ 4®px>, 



dy 






wobei abkUrzungsweise gesetzt ist 
(102 b) • x-1/1 -/3*. 

Da /3 < 1 angenommen wird, so ist x eine reelle positive 
Zahlgröße. 

Die einfachste, einer gleichförmig bewegten Punktladung 
entsprechende Lösung der Differentialgleichung (102 a) haben 
wir bereits in § 12 kennen gelernt. 

Für die der Bewegungsrichtung parallele Komponente des 
Vektors 




welcher nach Gleichung (18) die Dichte der elektromagnetischen 
Bewegungsgröße bestimmt, erhalten wir aus (101 f) 

Dabei ist nach (101 e) die magnetische Energiedichte gleich 



Integrieren wir über das ganze Feld, so erhalten wir 

(103) 2T-|ti|@,= (b®). 

Die doppelte magnetische Energie des gleich- 
förmig bewegten Systemes elektrischer Ladungen ist 
gleich dem skalaren Produkte aus der Geschwindig- 
keit und der elektromagnetischen Bewegungsgröße. 

Die durch Gleichung (99a) definierte „Kräftefunktion“ 
der bewegten Ladungen 

(104) V=-~JdvQW 
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ist von großer Wichtigkeit für die Theorie der konvektiv be- 
wegten Elektrizität. Es spielt ja das Konvektionspotential W 
hier dieselbe Rolle, welche das elektrostatische Potential <p in 
der Theorie der ruhenden Elektrizität spielt. Wie der negative 
Gradient von q> die Kraft angibt, die auf die ruhende Einheit 
der Ladung wirkt, so wird in unserem gleichförmig bew^en 
Systeme die Kraft auf die mitbewegte Einheit der Ladimg 
durch den negativen Gradienten von W angezeigt (Gl. 102). 
Wie die Abnahme der elektrostatischen Energie 

(104a) U 

die Arbeit angibt, die bei einer Konfigurationsänderung ruhen- 
der Ladungen gewonnen wird, so wird die Abnahme der Kräfte- 
funktion V die Arbeit angeben, die bei einer Änderung der 
Konfiguration in unserem gleichförmig bewegten Systeme elek- 
trischer Ladungen zu gewinnen ist. Diese Konfigurations- 
änderung ist selbstverständlich unendlich langsam vorgenommen 
zu denken, so daß unser System in jedem Momente als ein mit 
der Geschwindigkeit b gleichförmig bewegtes gelten kann. Die 
für unser stationäres Feld aus (100) und (98) folgende Beziehung 

(104b) V L=U-T 

gestattet folgende Deutung: Zu der elektrischen Energie U 
des Ladungssystemes tritt das elektrodynamische 
Potential— T der Konvektionsströme, welches ebenso 
wie bei geschlossenen Leitungsströmen (Bd. I, § 70) 
der negativen magnetischen Energie gleich ist. Die 
so erhaltene Kräftefnnktion gibt die Arbeit an, 
welche bei einer Konfigurationsänderung der be- 
wegten Ladungen gewonnen wird. 

Es folgt übrigens aus (101 e, f) 

Hieraus ergibt sich für die Kräftefunktion der Ausdruck 
(104 c) + «.*) ) . 
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Für die wirkliche Berechnung eignet sich allerdings besser 
die Formel (104), welche die Kräftefnnktion durch ein über 
die elektrischen Ladungen erstrecktes Integral darstellt; dieses 
Integral läßt sich auswerten, sobald das Konvektionspotential W 
bekannt ist. Wir gehen jetzt dazu über, durch Integration der 
partiellen Differentialgleichung (102 a) das KonTektionspotential 
zu bestimmen. 

Man sieht sofort ein, daß diese Differentialgleichung in 
die Poissonsche Gleichung übergeht, wenn man durch die Sub- 
stitution 

(105) x — xox, y = yo> « “ ■«'o 

neue unabhängige Variable einführt. Wir woUen gleichzeitig 
setzen 




Dann ist die Differentialgleichung des Konvektionspoten- 
tiales zu schreiben 

(105 b) 4«poX. 

Wir wollen unser gleichförmig bewegtes System £ ver- 
gleichen mit einem ruhenden Systeme 2^ von elektrischen 
Ladungen. Es sollen x^, yg, pg Raumkoordinaten und elek- 
trische Dichte in £g sein, d. h. es soll aus 2 durch eine 
Dilatation parallel der Bewegungsrichtung hervorgehen, durch 
welche alle der a:-Achse parallelen Strecken im Verhältnis 

*-i-(l _/3>)-T 

verlängert werden; die Dichte der Elektrizität soll gemäß (105a) 
im Verhältnis x bei dieser Dehnung verkleinert werden, so 
daß entsprechende Volumelemente in S und 2^ dieselbe 
Ladung enthalten. Das elekti'ostatische Potential y>g in 2^ 
wird der Poissonschen Gleichung zu genügen haben 

(105c) VgVo— — 4jtpo, 

welche durch 

(105d) 
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allgemein integriert wird. Vergleichen wir nun (105b) und 
(105 c) und bemerken, daß die Ladungen entsprechender Volum- 
elemente in und £ die gleichen sind, so erhalten wir 



(106) 




WO 




(106 a) 


ro =l/(a^o - kY + CVo - VoY + (^0 - So)' 







die Entfernung der Punkte und (£o%§o) i®*-» welche 

in dem ruhenden Systeme dem Aufpunkte (xyz) und dem 
Quellpunkte (|i?S) des bewegten Systemes Z entsprechen. 
Hierdurch ist allgemein die Bestimmung des Kon- 
vektionspotentiales in Z zurückgeführt auf die Be- 
stimmung des elektrostatischen Potentiales in Z^. 

Das Konvektionspotential einer im Koordinatenanfange 
befindlichen Punktladung e wird hiernach 



Vx* -1- x’ (y’ -b «*) ’ 




was vollkommen mit den Gleichungen (68) und (67 a) des § 12 
übereinstimmt. In Entfernungen von dem bewegten Ladungs- 
systeme, in welchen dasselbe wie eine Punktladung wirkt, ist 
die Formel (106b) für das Konvektionspotential zu verwenden; 
hier sind die Flächen konstanten Konvektionspotentiales in Z 
Heaviside-Ellipsoide, welche aus den kugelförmigen Äqui- 
potentialflächen einer ruhenden Punktladung in Z^ durch die 
Transformation (105) entstehen. 

Vergleichen wir die Komponenten der elektrostatischen 
Kraft 



®o — '^o9’o ■^0 



mit denen der elektromagnetischen Kraft 
5 V ’F in 2:, 
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BO erhalten wir gemäß (105) und (106) 






(106c) 






»r=- 



cV 

iv " 

dV 



,f<Po 

cyt 



= x«, 



Oy > 






Es wirken demnach auf zwei einander ent- 
sprechenden Ladungen des bewegten Sjstemes S und 
des ruhenden Sjstemes ZJ, Kräfte, die bezüglich 
der Komponenten parallel der Bewegungsrichtung 
einander gleich sind, während die zur Bewegungs- 
richtnng senkrechten Komponenten in Z im Ver- 
hältnis X = yi — ß* kleiner sind als in 

Hat man für ein ruhendes System Z^ das elektrostatische 
Problem gelöst, d. h. die Gleichgewichtsverteilrmg der Elek- 
trizität auf einem Leitersystem ermittelt, so kann sofort aus 
dieser Lösung die Gleichgewichtsverteilung der Elektrizität 
in dem gleichförmig bewegten Systeme Z angegeben werden, 
welches aus Zg durch eine Kontraktion parallel der Bewegungs- 
richtung im Verhältnis x entsteht. Im Innern der Leiter in Zg 
ist das elektrostatische Potential konstant, die Feldstärke @g 
gleich Null; dementsprechend ist in Z auf den Leitern das Kon- 
vektionspotential konstant und die elektromagnetische Kraft ^ 
gleich Null. Wie die Gleichgewichtsverteilung in dem 
Satze von W. Thomson gemäß (vgl.I, §50), durch ein Minimum 
der elektrostatischen Energie Uq ausgezeichnet ist, so 
besitzt die Verteilung der Elektrizität auf den Leitern 
des bewegten Systemes Z die Eigenschaft, die Kräfte- 
funktion 



(106d) 






zu einem Minimum zu machen. 

Wir denken uns in Zg die Ladung e mit gleichförmiger 
räumlicher Dichte verteilt über eine von zwei konzentrischen. 
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ähnliclien and ähnlich liegenden Ellipsoiden begrenzte Schicht. 
Das elektrostatische Potential nimmt in dem Grenzfalle einer 
sehr dünnen Schicht im Innern des Ellipsoides den konstanten 
Wert an*): 




0 



wo abkürzungsweise 

(107 a) D — l/(äo* 4- s) (&o* + s) (Cq* + «) 

gesetzt ist. Die entsprechende, im Grenzfalle flächenhafte Ver- 
teilimg der Elektrizität ist, eben weil sie im Innern des 
Ellipsoides ein konstantes elektrostatisches Potential ergibt, 
diejenige, welche sich auf einem leitenden ruhenden Ellipsoide 
von den Halbachsen a^, Cq wirklich herstellt. 

Durch gleichförmige Kontraktion im Verhältnis x parallel 
irgendeiner Geraden entsteht nvm aus diesem Ellipsoide wiederum 
ein EUipsoid von den Halbachsen a,h, c. Wird dieses parallel 
jener Geraden gleichförmig bewegt mit einer dem Werte von x 
entsprechenden Geschwindigkeit, so ordnet es sich eben dem 
ruhenden Ellipsoide cj als bewegtes 2{a,h,c) zu; 

auf ihm ist das Eonvektionspotential W — xg)^ konstant. Da 
nun die Gleichgewichtsverteilung der Elektrizität auf einem 
bewegten Leiter dadurch gekennzeichnet ist, daß im Inn ern 
des Leiters der Vektor 5 verschwindet, d. h. das Konvektions- 
potential konstant ist, so erhalten wir durch Kontraktion des 
ruhenden leitenden Ellipsoides ein bewegtes leitendes 
EUipsoid 2, auf dem das konvektive Gleichgewicht der Elek- 
trizität sich hergestellt hat. Beachten wir nun, daß die Elek- 
trizitätsverteilung in 2q sich als Grenzfall einer räumlichen 
gleichförmigen Verteilung zwischen zwei konzentrischen, ähn- 
lichen und ähnlich liegenden Ellipsoiden auffassen läßt, und 
daß durch die voigenommene Kontraktion diese EUipsoide 
wieder in ähnliche, konzentrische imd ähnlich liegende Ellipsoide 

•) Vgl. Riemann -Weber, die partiellen Differentialgleichungen der 
math. Fhjsik. I, § 108, S. 269. 
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übergehen, so erkennen wir folgendes: Die erhaltene Elek- 
trizitätsverteilung auf dem Ellipsoide 2T(o, h, c) wäre auch 
dann im Gleichgewichte, wenn das Ellipsoid ruhte. Die 
Elektrizitätsverteilung auf einem leitenden Ellipsoide 
wird durch srleichförmiire Bewegung desselben nicht 
beeinflußt“). 

Auf unserem kugelförmigen Elektron wurde die Flächen- 
ladung als gleichförmige angesehen, und es wurde angenommen, 
daß die Ladung fest an der Fläche haftet. Obgleich dieser 
Fall physikalisch wesentlich verschieden ist von demjenigen des 
geladenen Eonduktors, so zeigt doch der obige Satz, daß beide 
Fälle in ihren Konsequenzen übereinstimmen, wenigstens für 
stationäre und quasistationäre Bewegimgen; denn es bleibt ja 
auch auf dem bewegten leitenden Ellipsoide die Elektrizitäts- 
verteilung, obwohl sie einer Änderung fähig wäre, im Falle 
des konvektiven Gleichgewichtes die gleiche wie auf dem 
ruhenden. So erklärt es sich, daß die Untersuchungen von 
W. B. Morton*®) und G. F. C. Searle*’) über das Feld und die 
Feldenergie gleichförmig bewegter ellipsoidischer Leiter für die 
Dynamik des Elektrons sich haben verwerten lassen, obwohl 
sie von wesentlich anderen Grundhypothesen ansgehen. 

Durch (107) und (106) ist das Eonvektionspotential einer 
bewegten ellipsoidischen Flächenladung bestimmt. Wie die 
Bewegungsrichtung auch gegen die Hauptachsen (2a, 2h, 2c) 
orientiert sein mag, die Streckung (105) ergibt stets wiederum 
ein Ellipsoid, durch dessen Hauptachsen (2ag, 2hg, 2cg) sich, 
das elektrostatische Potential tpg gemäß (107) berechnet. Die 
elektrostatische Energie dieses flächenhaft geladenen. 
Ellipsoides ist 

«O 

(107b) ^o-r^oe = jßj-, 

0 

aus ihr bestimmt sich nach (106 d) die Eiäftefunktion des be- 
wegten Ellipsoides. 

Wir wollen dem Falle der Flächenladung den Fall gleich- 
förmiger Volumladung eines bewegten Ellipsoides gegenüber- 
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stellen. Sind die Halbachsen a, b, c dieses EUipsoides die- 
selben wie die des soeben betrachteten, und ist die Orien- 
tierung der Achsen gegen die Bewegnngsrichtung dieselbe, so 
sind auch die Halbachsen a^, hg, Cg des beim Übergang zum 
gestreckten Systeme Z'g entstehenden EUipsoides die gleichen 
wie dort. Es wird hier das elektrostatische Potential in 27g 
für das Innere des EUipsoides*) 



(107 c) 



30 




0 



und somit die elektrostatische Energie der Yolumladung 



= ^«o(>o9>o 






V 

V-l-s 



Die Integrationen über das Volumen des EUipsoides lassen 
sich leicht ausführen. Man findet 



oo 

(107 d) C/J = |«*/Jjl 
0 



1 ( < I J>A- 
5 \<»o’ + s *o’ + S 




Wir woUen die elektrostatische Energie (107 d) des gleich- 
förmig über sein Volumen geladenen EUipsoides vergleichen 
mit derjenigen des flächenhaft geladenen (107 b). Wir können 
die letztere auffassen als Funktion der Größen Ug*, Cg*, und 

zwar als homogene Funktion vom Grade ^ In der Tat, 

eriimern wir uns der Bedeutung der Größe D, die in (107 a) 
angegeben war, und setzen statt Og*, 6g*, Cg* die a- fachen Werte, 
so geht durch die Substitution s = s'a die rechte Seite von 
(107 b) über in ein ganz gleiches, nach s' genommenes Integral 



•) Riemann-Weber, Die partiellen Differentialgleichungen d. math. 
Physik. I, § 107, S. 256. 



i 
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zwischen denselben Grenzen, multipliziert mit u~ s . Nach einem 
Satze von Euler über homogene Funktionen ist demnach 



(107 e) 



a * ^ ^0 -L h ^ ^ ^0 -4- C * 



^ ^0 ^77 

0 aCo'~ 2 ^ 0 - 



Was nun die elektrostatische Energie der Yolumladung 
(107 d) betrifft, so können wir schreiben 

U* = — lU4- — (a* + 6 * ^ 4- c * ] 

^0 2 1 ^0 + 6 V®o + »0 + Co acjV j’ 

was nach (107 e) ergibt 



(107f) 



II* — - 17 

^0 fi ^ 0 - 



Von der elektrostatischen Energie in auf Grund von 
(106 d) sogleich zur Kräftefunktion in 21 übergehend, erhalten wir 

6 T, 



(108) 



V*- 



Es verhalten sich die Kräftefunktionen zweier 
Ellipsoide derselben Form, Ladung, Bewegungs- 
richtung und Geschwindigkeit, von denen das erste 
über sein Volumen gleichförmig geladen ist, während 
im zweiten die Ladungsverteilung der Flächenladung 
des leitenden Ellipsoides entspricht (d. h. als Grenzfall 
einer gleichförmigen räumlichen Verteilung in einer, von zwei 
ähnlichen und ähnlich liegenden Ellipsoiden begrenzten Schicht 
anzusehen ist) wie 6:5. Dieser Satz führt den Fall der 
Volumladung auf denjenigen der Flächenladung zurück, so 
daß wir uns weiterhin nur mit dem letzteren zu beschäftigen 
brauchen. 



§ 19. BewegungsgröBe und Energie des gleichförmig 
bewegten Elektrons. 

Wir betrachten ein eUipsoidisches Elektron in gleich- 
förmiger geradliniger Bewegung; ist genügend lange Zeit seit 
dem Eintritt dieser Bewegung verflossen, und ist die Ge- 
schwindigkeit der Translation kleiner als die Lichtgeschwindig- 
keit, so wird die gesamte Energie und Bewegungsgröße des 
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Feldes konstant sein. Sie wird sich zusammensetzen aus der 
Energie und Bewegungsgröße, der vor Eintritt der gleich- 
förmigen Bewegung entsandten Wellen und der vom Elektron 
mitgeführten Energie und Bewegungsgröße. Die weitere Be- 
wegung des Elektrons ist ausschließlich durch die mitgeführte 
Bewegungsgröße und Energie bestimmt. 

Da der gesamte elektromagnetische Impuls und der auf 
den Mittelpunkt des Elektrons bezogene Drehimpuls des mit- 
geführten Feldes konstant sind, so ergeben die Impulssätze 
(94, 94a): 

(109) = 0, 

(109a) »» = [bj®]. 

Es bedarf demnach keiner äußeren Kraft, um die 
gleichförmige Bewegung des ellipsoidischen Elektrons 
aufrechtzuerhalten, wohl aber im allgemeinen einer 
äußeren Drehkraft. Eine äußere Drehkraft ist stets 
erforderlich, wenn der Impulsvektor @ nicht der Be- 
wegungsrichtung parallel weist. Man überzeugt sich 
leicht davon, daß dieses eine Konsequenz der allgemeinen Im- 
pulsätze des § 5 ist. Es war ja die elektromagnetische Be- 
wegungsgröße über den Äther verteilt zu denken und dem- 
entsprechend das Impulsmoment auf einen im Raume festen 
Punkt zu beziehen. Eine äußere Drehkraft ist dann erforder- 
lich, wenn das auf den ruhenden Momentenpunkt bezogene 
Moment der elektromagnetischen Bewegungsgröße sich ändert; 
das ist aber hier der Fall; denn es führt das gleichförmig 
bewegte Elektron sein Feld und die über dieses Feld verteilte 
Bewegungsgröße einfach mit sich, es ändert sich also der von 
dem ruhenden Bezugspunkte aus gezogene Hebelarm, an dem 
das betreffende Quantum von Bewegungsgröße anzubringen ist, 
und zwar für das ganze Feld mit derselben Geschwindigkeit 
b = b(,. Die zeitliche Änderung des gesamten auf den ruhenden 
Momentenpunkt bezogenen Impulsmomentes ist demnach gleich 
dem äußeren Produkte aus b, und dem gesamten Impulse des 
mitgeführten Feldes, wie Gleichung (109a) behauptet. Was 
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aber die Bewegungsgröße der entsandten Wellen anbelangt, so 
ist diese, wie wir gezeigt haben, der Strahlrichtung, d. h. dem 
vom Orte des Entsendens ans gezogenen Radiusvektor parallel. 
Ihr Moment in bezug auf diesen im Raume festen Punkt ist 
dauernd gleich Null, so daß die Bewegungsgröße der Wellen 
in (109a) nicht eingeht. 

Es ist aus Symmetriegründen ersichtlich und wird durch 
genauere tlberlegung bestätigt, daß der Impuls @ des mit- 
gefUhrten Feldes parallel der Bewegungsrichtung weist, wenn 
ein ellipsoidisches Elektron einer der drei Hauptachsen parallel 
bewegt wird. Geschieht hingegen die Bewegung des Ellipsoides 
in einer anderen Richtung, so bedarf es einer äußeren Dreh- 
kraft, um die gleichförmige, rotationslose Bewegung aufrecht- 
zuerhalten. Eine Translation des ellipsoidischen Elek- 
trons in einer zu den Hauptachsen schiefen Richtung 
erfüllt also nicht das erste Axiom der Newtonschen 
Mechanik; sie kann nicht ohne Einwirkung äußerer 
Kräfte vor sich gehen. Was aber die Bew^ung parallel 
den Hauptachsen anbelangt, so sind stabile und labile Be- 
wegungen zu unterscheiden. Eine translatorische Bewegung 
wird als stabil zu bezeichnen sein, wenn beim Herausdrehen 
der Hauptachse aus der Bewegungsrichtimg eine innere Dreh- 
kraft erweckt wird, welche die Hauptachse wieder in die Be- 
wegimgsrichtung einzustellen strebt, d. h. wenn die durch 
(109 a) angegebene äußere Drehkraft 3®“, welche jener inneren 
Drehkraft das Gleichgewicht hält, das EUipsoid aus der Be- 
wegimgsrichtung herauszudrehen sucht. Ist hingegen eine 
äußere Drehkraft erforderlich, welche die betreffende Haupt- 
achse in die Bewegungsrichtung einzustellen sucht, d. h. streben 
die durch eine kleine Drehung erweckten inneren Drehkiäfte 
den Winkel zwischen der Achse und der Bewegungsrichtung 
zu vergrößern, so wird die betreffende Bewegung eine labile 
zu nennen sein. Wie wir im vorigen Paragraphen gesehen 
haben, gibt die Kräftefunktion F des Elektrons durch ihre 
Abnahme die bei konstant gehaltener Geschwindigkeit bei 
einer Konffgurationsänderung zu gewinnende Arbeit an. Dem- 
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entsprechend werden sich die stabilen und labilen Translations- 
bewegungen dadurch unterscheiden lassen, daß erstere einem 
Minimum, letztere einem Maximum der Kräftefunktion V bei 
gegebener Geschwindigkeit entsprechen, gerade so, wie in der 
Mechanik die stabilen und labilen Gleichgewichte durch ein 
Minimum bzw. ein Maximum der potentiellen Energie sich 
auszeichnen (vgl. Bd. I, § 11). Die genauere Untersuchung*) hat 
dieses bestätigt; sie hat ferner ergeben, daß die Bewegung 
des Ellipsoides parallel der größten der drei Achsen 
einem Minimum der Kräftefunktion V (oder nach (104b) einem 
Maximum der Lagrangeschen Funktion) entspricht und dem- 
nach stabil ist. Die Bewegung parallel der kleinsten 
der drei Achsen hingegen, welche einem Maximum von V 
entspricht, ist instabil. Wir können also nicht annehmen, 
daß die in den Kathodenstrahlen und in den Radiumstrahlen 
bewegten Elektronen etwa abgeplattete Rotationsellipsoide sind, 
welche sich parallel der Rotationsachse bewegen, wenigstens 
dann nicht, wenn wir die Ladung starr an dem Volumen oder 
an der Oberfläche des EUipsoides haften lassen; der kleinste 
Anstoß würde genügen, um ein solches EUipsoid zum Um- 
schlagen zu bringen. Was schließlich die Bewegung parallel 
der mittleren Achse des dreiachsigen Ellipsoides anbelangt, 
so ist dieselbe offenbar stabil gegenüber solchen Drehungen, 
welche die kleinste Hauptachse, aber labil gegenüber solchen, 
welche die größte Hauptachse der Bewegimgsrichtung parallel 
zu stellen suchen. Auch eine Bewegung parallel dieser mitt- 
leren Achse wird labil zu nennen sein. Wenn man unsere 
einfachste Voraussetzung, nämlich die eines kugelförmigen 
Elektrons, aufzugeben und zu der komplizierteren Annahme 
einer ellipsoidischen Form überzugehen wünscht, so wird man 
in den Kathodenstrahlen und in den Radiumstrahlen diese 
eUipsoidischen Elektronen nur ihrer größten Achse parallel 
bewegt annehmen dürfen, wofern man an den Grundhypothesen 
(VI, Via und VII) festhält. 

Unser kugelförmiges Elektron ist offenbar bezüglich einer 
Drehung in indifferentem Gleichgewicht. Der Impuls weist 

Abraham, Theorie der Elektrizität II. 2. Aufl. 11 
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stets parallel der Bewegungsrichtung, und es ist keine äußere 
Drebkraft erforderlich, um die gleichförmige Translation aufrecht- 
zuerhalten. Die gleichförmige Translationsbewegung 
unseres kugelförmigen Elektrons mit Unterlicht- 
geschwindigkeit ist demnach eine kräftefreie Be- 
wegung. Es gilt für ein solches Elektron, sei es, daß 
die Ladung gleichförmig über die Oberfläche oder 
gleichförmig über das Volumen verteilt ist, das erste 
Axiom der Newtonschen Mechanik. 

Wir gehen nunmehr zur Berechnung der elektromagne- 
tischen Bewegungsgröße und Energie über, welche das Elek- 
tron bei seiner gleichförmigen Translation mit sich führt. Die 
Bestimmung der Kräftefunktion V bzw. der Lt^rangeschen 
Funktion L ist ja durch (106 d) zurückgeführt auf die Be- 
stimmung der elektrostatischen Energie des im Verhältnis 

seiner Bewegungsrichtung parallel gestreckten "Elektrons: 
(110) V L=^xUo. 

Aus der Lagrangeschen Funktion leiten wir nun sowohl 
die Bewegungsgröße wie die Energie unseres kugelförmigen 
Elektrons ab. Wir gehen dabei aus von der Formel (104 c): 

(110a) L = -J*g jei-i-(i-^*)(6*-j-e?))- 



’^dß 



;)l 



Dieselbe nach ß differentiierend, erhalten wir 

(iiob) («; + «) 

Wir betrachten zuerst das zweite der hier auftretenden 
Integrale; die partielle Differentiation nach ß bezieht sich auf 
das Feld, welches in einem gegebenen Punkte des stationären 
vom Elektron mitgeführten Feldes herrscht, d. h. es sind die 
Koordinaten (x, y, e) im bewegten Systeme bei der Differen- 
tiation nach ß konstant zu halten. Nach (101c, d) und (102) 
können wir das Integral schreiben 
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Nach der Regel (t) der Formelzusammenstellung in Bd. I, 
S. 453 ist 

Der Satz Ton GrauB ergibt demgemäß 

cd 

wenn man beachtet, daß das Oberfläcbenintegral von jß 

über die Begrenzungsfläche des stationären Feldes zu vernach- 
lässigen ist, da W mit der (— 1)*®“, 6 mit der (— 2)**“ Potenz 
der Entfernung vom Elektron abnehmen; hat, wie wir voraus- 
setzen, das stationäre Feld sich bis zu Entfernungen ausgedehnt, 
die groß sind gegen den Radius des Elektrons, so ist dieses 
Oberflächenintegral in der Tat zu streichen; das geschieht mit 
demselben Hechte, mit dem wir die Energie und die Be- 
wegungsgröße des mitgeführten Feldes so berechnen, als ob 
im ganzen Raume das stationäre Feld herrschte. 

Die partielle Differentiation nach ß bezieht sich auf einen 
Punkt, der eine feste Lage in einem mit dem Elektron be- 
wegten Bezugssysteme hat. Haftet nun, wie angenommen 
wurde, die Elektrizität starr an den Volumelementen des Elek- 
trons, so ist die Ladungsverteilung von der Geschwindigkeit 
unabhängig, und es wird 




und daher auch 

(llOc) ßUifp) -f - 0- 

Wir erhalten demnach aus fllObj mit Rücksicht auf (lOlf) 

(Iiod) ilf- 

Es wird die der ßewegungsrichtung parallele 
Impulskomponente erhalten, indem man die La- 
grangesche Funktion nach dem Betrage ' ö ' -= der 
Geschwindigkeit differentiiert. Speziell für unser kugel- 

n» 




164 Erster Abichnitt. Feld und Bewegung einzelner Elektronen. § 19. 

förmiges Elektron, dessen Impuls stets seiner Bewegungs- 
richtnng parallel ist, wird 

( 111 ) 

Die Gültigkeit dieser bedeutungsvollen Beziehung 
fußt wesentlich auf der kinematischen Grundhjpo- 
these (VII), welche aussagt, daß die Elektrizität an 
den Volumelementen des starren Elektrons haftet. 
Würden wir hingegen eine Formänderung des Elektrons zu- 
lassen und annehmen, daß mit wachsender Geschwindigkeit 
die Form des Elektrons, d. h. die Ladungs Verteilung im be- 
wegten Systeme sich änderte, so wäre p als Funktion von ß 
anzusehen; alsdann würde die Relation (110c) nicht mehr 
gelten, es würde das zweite Glied auf der rechten Seite von 
(110 b) nicht mehr fortfallen. Es beruht mithin die Gleichung 
(llOd) auf unserer kinematischen Grundhypothese (VII); diese 
Gleichung geht in (111) über, wenn der Impuls der Bewegungs- 
richtung parallel weist, d. h. wenn keine äußere Drehkraft zur 
Aufrechterhaltung der gleichförmigen Translation erforderlich 
ist. Für unser kugelförmiges Elektron ist diese Bedingung, 
wie wir gesehen haben, erfüllt 

Die Lagrangesche Funktion ist definiert als Differenz der 
magnetischen Energie T imd der elektrischen Energie U. Es 
ist mithin die gesamte elektromagnetische Energie des Elektrons 

W^2T-L. 

Führen wir hier für 2T den allgemeinen, im vorigen 
Paragraphen erhaltenen Ausdruck (103) ein, so erhalten wir 

oder mit Rücksicht auf (llOd) 

(lUa) 

Es drückt sich demnach auch die Energie eines 
der kinematischen Grundgleichung (VII) gehorchenden 
Elektrons allgemein durch die Lagrangesche Funk- 
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erken noch die aus (111) und (lila) fol- 



1 dW 
|ti|d|t| 



d'L 

dim* 



,r im nächsten Paragraphen erläutert werden, 
elimgen des vorigen Paragraphen gestatten 
eres, das Feld und die Lagrangesche Funktion 
Igen Elektrons zu ermitteln, sowohl für den 
ormigen Flächenladung als auch für den Fall 
, gen Volumladung. 

Transformation (105) wird die bewegte Kugel 
abgebildet auf ein ruhendes Ellipsoid von den 



\ — ^0 — ® j 

gestrecktes Rotationsellipsoid, dessen Rotationsachse 
ngsrichtung des Elektrons entspricht. Das elektro- 
jtential dieses EUipsoides würde sich für den Fall 
uladung aus (107), für den Fall der Volumladung 
) durch Einführung der Halbachsen (112) auswerten 
)urch (106) wäre dann das Konvektionspotential 
egten Elektrons bestimmt als 

!?•= xqpo, 

rch (102) bzw. (101b) die elektromagnetischen 
jiale 

= x-*’P’= 



0 



or » ^ *• 

Ä = — <& = — ro«. 
c cx 



Anstatt qpQ aus (107) bzw. (107 c) zu berechnen, ziehen 
es vor, zunächst den FaU der Flächenladung zu erledigen, 
em wir uns auf die im ersten Bande dieses Werkes (§ 40) 
gebene Ableitung des elektrostatischen Potentiales eines ge- 
reckten Rotationsellipsoides beziehen. Die Verteilung* 
.adung auf dem leitenden EUipsoide ist ja als Grenzf 
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gleichförmigen räumlichen Verteilung zwischen zwei ähnlichen 
und ähnlich liegenden Ellipsoiden anzusehen, wie wir im vorigen 
Paragraphen bemerkten. Diese Verteilung ist gerade die hier 
in Betracht kommende, nämlich diejenige, die durch Streckung 
des mit einer gleichförmigen Flächenbelegung versehenen Elek 
trons entsteht. Das elektrostatische Potential des leitenden 
EUipsoides ist in Bd. I, 61. (132), S. 139 angegeben; dort war 
die Rotationsachse der Achse parallel; es bezeichnete c den 
halben Abstand der Brennpunkte, der hier gleich 




zu setzen ist; es stellten ferner Vj und r, die Abstände eines 
Au^unktes von den Brennpunkten dar, die in der jetzigen 
Schreibweise sind 

r, = |/(a;o + a f )* + r/«* + 

r, = ]/(a;o - a 



(112d) 



wird 


f ß 


ex , 


9’o 2^0 


1 ß 



im äußeren Felde das elektrostatische Potential des gestreckten 
Rotationsellipsoides. Zum bewegten Elektron zurückkehrend, 
erhalten wir aus (112b, c) die elektromagnetischen Poten- 
tiale des mitgeführten äußeren Feldes 



(112e) 




(112f) 


Ä = * — ln 1 ' 


” 2ßac^ \: 



*+a^ + *r, 



|. 



X aß nr, 
aß + ytr. 



wobei nach (105) 
fjcr, 

IxTg 




= j/(a; + aßf + x* (y® + z*) 
“ Y{x — 0/3)*+ x*(y* -f z^) 



t 



zu setzen ist. Aus diesen Werten der elektromagnetischen 
Potentiale ist das äußere Feld des Elektrons nach den Ponneb 
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(101c, d, e, f) abznleiten. Das Konvektionspotential, dessen 
negativer Gradient die auf die Einheit der mitbewegten Ladung 
ausgeübte Kraft bestimmt, ist außerhalb des Elektrons, 
nach (112 a, d) 

(112h) 

' 2ßa Ix — a/J-)-xr, ) 

Die Äquipotentialflächen des ruhenden, gestreckten Rota- 
tionsellipsoides sind konfokale Ellipsoide, die sich mit wachsen- 
der Entfernung mehr und mehr der Kugelgestalt nahem. Im 
äußeren Felde des bewegten Elektrons sind die Flächen kon- 
stanten Konvektionspotentiales eine Schar von Ellipsoiden, 
welche aus jenen durch eine Kontraktion parallel der x-Achse 
entstehen; mit wachsender Entfernung vom Elektron nähern 
sie sich asymptotisch Heaviside-Ellipsoiden. 

Wie die Oberfläche des leitenden Rotationsellipsoides eine 
Äquipotentialfläche ist, so ist die Oberfläche des Elektrons 
eine Fläche konstanten Konvektionspotentiales. Nach Bd. I, 
61. 132b, S. 141 ist das elektrostatische Potential des leitenden 
EUipsoides 

Nach (112, 112a) wird demnach der an der Oberfläche 
des Elektrons herrschende Wert des Konvektions- 
potentiales 
(112k) 

Im Innern des ilächenhaft geladenen Elektrons sind sowohl 
das Konvektionspotential wie die elektromagnetischen Potentiale 
konstant; demgemäß besteht im Innern des gleichförmig be- 
wegten Elektrons, in dem hier behandelten Falle der Flächen- 
ladung, überhaupt kein elektromagnetisches Feld. 

Aus (104) bzw. (104 b) folgt jetzt ohne weiteres der Wert 
der Kräftefunktion bzw. der Lagrangeschen Funktion 
des Elektrons 
(113) F = 






L--eW. 



1 — 

2a 2/J ” 






für den Fall der Flächenladung. 
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Aus (111) folgt als Betrag des Impulses 

(1,3.) I e I - 4^ - , '■jl (‘ + n - 1 1 - 

und aus (lila) die Energie des Elektrons 

(113b, -i-;jjih(;+g-i). 

Da die Kräftefunktion gleich der Differenz der elektrischen 
Energie U und der magnetischen T ist, so erhalten wir durch 
Addition und Subtraktion von (113 b) und (113) 

(113c) v-{(w+ r) - '■ i| , 

( 1 1 3 d) T - i ( - K) - I (i + A) 1„ (; 1 ^ _ 1 1 . 

Die letztere Formel hätte natürlich auch aus (113 a) ab- 
geleitet werden können, da ja nach (103) die doppelte magne- 
tische Energie dem Produkte aus Geschwindigkeit und Impuls 
gleich ist. Entwickelt man die beiden letzten Ausdrücke in 
Reihen, die nach Potenzen von ß* fortschreiten, imd vernach- 
lässigt Größen der Ordnung ß*, so wird 

(113e) 

(113f) 

Für Bewegungen des Elektrons, deren Geschwindigkeit 
klein gegen die Lichtgeschwindigkeit ist, ist die elektrische 
Energie von der Geschwindigkeit unabhängig, während die 
magnetische Energie dem Quadrate der Geschwindigkeit pro- 
portional ist. Erstere ist mithin der potentiellen, letztere der 
kinetischen Energie der gewöhnlichen Mechanik zu vergleichen. 
Diese Analogie ist nicht auf geringe Geschwindigkeiten be- 
schränkt; die Ableitung der Gesamtenergie und des Impulses 
aus der als Differenz der beiden Energiearten definierten La- 
grangeschen Funktion, die für beliebige Geschwindigkeit galt, 
erinnert an Beziehungen, die aus der analytischen Mechanik 
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bekannt sind; wir kommen Hierauf im nächsten Paragraphen 
zurück. 

Haben wir es nicht mit dem Falle der Flächenladung, 
sondern mit dem Falle der Volumladung des kugelförmigen 
Elektrons zu tun, so können wir die Lagrangesche Funktion, 
die Energie und den Impuls sofort angeben, auf Grund des 
Satzes, den wir am Schlüsse des vorigen Paragraphen bewiesen 
haben (Gl. 108). Im Falle der Volumladung werden 
die Werte der Kräftefunktion, und demnach auch die- 
jenigen der Energie und des Impulses, aus den im 
Falle der Flächenladung geltenden einfach durch 
Multiplikation mit dem Zahlenfaktor 6:5 abgeleitet. 
Mit diesem Faktor sind also die rechten Seiten der Gleichungen 
(113) bis (113f) beim Übergange zur Volumladung zu multi- 
plizieren. 

Aus dem am Eingänge dieses Paragraphen und in dem 
des vorigen Gesagten geht ohne weiteres hervor, daß diese 
Formeln nur für den Fall der Unterlichtgeschwindigkeit 
die Energie und die Bewegungsgröße des mitgeführten Feldes 
bestimmen. 

Die magnetische Energie einer langsam bewegten, flächen- 
haft geladenen Kugel wurde zuerst von 0. Heaviside'ü richtig 
angegeben (1889). Die Gesamtenergie der leitenden Kugel 
wurde von G. F. C. Searle**) ermittelt (1897). Die Bewegungs- 
größe des kugelförmigen Elektrons und die Beziehungen 
zwischen Lagrangescher Funktion, Energie und Bewegungs- 
größe wurden vom Verfasser^) dieses Werkes gefunden (1902), 
der auch den Fall der Volumladung in der hier wiedergegebenen 
Weise erledigte. 

§ 20. Die elektromagnetische Masse. 

Wir haben im letzten Paragraphen bewiesen , daß das 
Elektron, wenn äußere Kräfte nicht wirken, in seiner gleich- 
förmigen rein translatorischen Bewegung verharrt, wofern seine 
Geschwindigkeit kleiner ist als die Lichtgeschwindigkeit. Diese 
Folgerung aus den angenommenen Grundhypothesen ist in 
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Übereinstimniuug mit den bei Kathodenstrahlen und Radium- 
atrahlen gewonnenen experimentellen Ergebnissen; werden die 
Strahlen durch kein äußeres Feld beeinßuBt, so erfolgt ihre 
Fortpflanzung geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit. 

Wie das erste, so hat auch das zweite Axi om der Mechanik 
Newtons sich experimentell in gewissem Sinne bestätigt. Die 
träge Masse der Strahlteilchen ist zwar nicht eine unabänder- 
liche wie die Masse der gewöhnlichen Mechanik. Sie ist nur 
bei langsamer Bewegung konstant; bei den /3- Strahlen des 
Radiums hängt sie von der Geschwindigkeit der Elektronen 
ab. Immerhin hat sich in dem Bereiche, auf welches sich die 
Experimente beziehen, die Masse insofern als konstant erwiesen, 
als sich der Betrag der transversalen Beschleunigung bei ge- 
gebener Geschwindigkeit dem Betrage der transversalen äußeren 
Kraft proportional ergab. Der Dynamik des Elektrons erwächst 
die Aufgabe, von diesem Verhalten Rechenschaft zu geben, 
und, der experimentellen Forschung voranleuchtend, den Begriff 
der elektromagnetischen Masse präzise zu formulieren. 

Um das in dem angegebenen Sinne erweiterte zweite 
Axiom Newtons aus den Grundgleichungen unserer Theorie zu 
deduzieren, müssen wir offenbar ausgehen von solchen Be- 
wegungen, welche dem ersten Axiome Genüge leisten; diese 
Bedingung erfüllen die soeben behandelten rotationslosen Be- 
wegungen des allseitig symmetrischen Elektrons. Nur dann, 
wenn die kräftefreie Bewegung geradlinig und gleichförmig ist, 
können wir erwarten, die erteilte Beschleunigung der äußeren 
Kraft proportional zu finden. Auch für ein kugelförmiges 
Elektron ist dieses Verhalten nur unter gewissen einschränkenden 
Voraussetzungen über den Betrag der Beschleunigung und der 
Geschwindigkeit möglich. 

Wie nämlich in § 17 dargelegt wurde, ist die Aussage der 
dynamischen Grundgleichungen eine äußerst verwickelte. Auch 
bei rein translatorischen Bewegungen hängt die innere Kraft, 
welche das Elektron auf sich selbst ausübt, von der Ge- 
schwindigkeit und von der Beschleunigung ab, welche das 
Elektron während eines gewissen, dem betreffenden Zeitpunkte 
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vorangegangenen Zeitintervalles erfahren hat. Eine Proportio- 
nalität der Kraft zur jeweiligen Beschleunigung und eine Ab- 
hängigkeit der Masse von der jeweiligen Geschwindigkeit allein 
kann daher in Strenge nicht stattfinden. Nur wenn die Be- 
schleunigung hinreichend gering ist, wenn also die Geschwindig- 
keit nach Richtung und Betrag sich nur langsam ändert, wird 
das Verhalten des Elektrons durch eine „elektromagnetische 
Masse“ zu charakterisieren sein. 

Wir deuteten bereits im Eingänge dieses Kapitels die 
Analogie an, die zwischen der elektromagnetischen Masse der 
konvektiv bewegten Elektrizität und der Selbstinduktion eines 
Leitungsstromes besteht. Wie die Selbstinduktion mit der 
magnetischen Energie des Leitungsstromes zusammenhängt 
(Bd. I, § 70), so ist die elektromagnetische Masse mit der Be- 
wegungsgröße und der Energie des mitgeführten Feldes ver- 
knüpft. Nun war aber der Gültigkeitsbereich des Begriffes 
der Selbstinduktion auf langsam veränderliche, oder, wie wir 
sagten, „quasistationäre“ Ströme beschränkt. Ein Strom wurde 
quasistationär genannt (Bd. I, S. 266), wenn seine Stromstärke 
sich nur relativ wenig änderte in der Zeit, welche die elektro- 
magnetischen Störungen gebrauchen, um den Abstand zwischen 
den beiden entferntesten Punkten des Stromsystemes zu durch- 
messen. Nur unter dieser Bedingung konnte die magnetische 
Energie so berechnet werden, als ob das Feld wie beim 
stationären Strome der jeweiligen Stromstärke augenblicklich 
folgte. Auf solche quasi stationäre Ströme allein ist die ge- 
bräuchliche Theorie des Wechselstromes anzuwenden, die im 
ersten Bande dieses Werkes (Abschnitt III, Kap. 2) vorgetragen 
wurde. Dementsprechend wird der Begriff der elektromagne- 
tischen Masse nur auf „quasistationäre Bewegungen“ des 
Elektrons angewendet werden dürfen; es wird eine Bewegung 
dann quasistationär zu nennen sein, wenn ihre Geschwindigkeit 
sich nur wenig ändert in der Zeit, welche das Licht gebraucht, 
um über das Elektron hinwegzustreichen. Für quasistationäre 
Bewegungen werden wir die Bewegungsgröße und die Energie 
so berechnen, als ob das mitgeführte Feld der jeweiligen Ge- 
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schwindigkeit entspräche, d. h. wir werden diejenigen Werte 
des Impulses und der Energie verwenden, die wir im vorigen 
Paragraphen fOr gleichförmige Bewegungen abgeleitet haben. 
Die Gültigkeitsgrenzen der Theorie der quasistationären Be- 
wegung werden wir in einem späteren Paragraphen abstecken; 
wir werden sehen, daß diese Theorie alle beobachtbaren Ab- 
lenkungen und Beschleunigungen mit Unterlichtgeschwindigkeit 
bewegter Elektronen umfaßt. 

Dem Impulssätze (94) zufolge ist die zeitliche Änderung 
des Impulsvektors @ des Elektrons der äußeren elektromagne- 
tischen Kraft St“ gleich: 



(114) 



dl» 

dt 



St“. 



Bei quasistationärer Bewegung wird, wie bei gleichförmiger 
Bewegung, der Betrag des Impulses als Funktion des Betrages 
der Geschwindigkeit allein betrachtet und die Richtung des 
Impulses wie bei einer jeden dem ersten Axiome gehorchenden 
Bewegung der Bewegungsrichtung parallel vorausgesetzt. Es 
liegt mithin der Vektor, welcher die zeitliche Änderimg des 
Impulses angibt, stets in der Oskulationsebene der Bahn. Es 
ist zweckmäßig, ihn in zwei Vektoren zu zerlegen, von denen 
der erste der Bewegungsrichtung parallel ist, während der 
zweite nach dem Krümmungsmittelpunkte der Bahn weist; die 
Richtungen, nach denen zerlegt wird, sollen durch zwei Ein- 
heitsvektoren und IR, gekennzeichnet werden, welche der 
Tangente bzw. der Hauptnormale der Bahn parallel sind. Nach 
diesen Richtungen hatten wir in Bd. I, § 5 den Beschleunigungs- 
vektor zerlegt. Wir können Gl. 14a, S. 14 daselbst schreiben: 



(114a) 



_ . 






|b|« 

R 



Ferner lautet Gleichung (11) daselbst 



(114b) 



dt. ^ «. 
ds B’ 



wobei ds das Wegelement der Bahnkurve vorstellt 



Digiiized by Google 




Drittes Kapitel. Die Mechanik der Elektronen. 



173 



§ 20. 



In ganz entsprechender Weise, wie wir dort den Ge- 
schwindigkeitsvektor dififerentiierten, können wir jetzt den Vektor 

(114c) 



nach der Zeit differentiieren. 

Es wird, mit Rücksicht auf (114b): 



dt 



. d|0| . R, ds I m I 



und da man hat: 



so wird 
(114d) 



ds^i I d|0j ^ d|®|d|S 

dt ^ I’ dt djöj dt ’ 



@ 



d\@ d^^ »J «. 
dlB| dt ' M 






Diese Formel gUt für jeden Vektor, dessen Richtung zu ti 
parallel, und dessen Betrag durch den Betrag von 0 bestimmt 
ist. Speziell für die zeitliche Änderung von b selbst geht sie 
über in die Gleichung (114a). 

Andererseits lautet die Bewegungsgleichung (114) 

(114e) @ = 



hier sind unter Ä“ und ft“ die Komponenten der äußeren Kraft 
zu verstehen, welche parallel bzw. senkrecht zur Bewegungs- 
richtung wirken; die Ebene der Geschwindigkeit D und der 
äußeren Kraft ft'’ bestimmt die Oskulationsebene der Bahn wie 
in der Mechanik des materiellen Punktes. 

Wir schreiben jetzt (114d) und (114a) 



und erhalten 

(114g) 



d = ti». 4- 

_d;@l 



(114h) 



id' 



#r ir 

Die Quotienten aus longitudinaler Kraftkompo- 
nente und longitudinaler Beschleunigungskomponente 
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sowie aus transversaler Kraftkomponente and Be- 
schleunigungskomponente sind für quasistationäre 
Bewegungen beide nur Funktionen der Geschwindig- 
keit. 

In diesem Sinne erweist sich das zweite Axiom Newtons 
in der Dynamik des Elektrons als gültig. Wir erhalten jetzt 
für die „longitudinale elektromagnetische Masse", d. h. 
für den Quotienten der parallel der Bewegungsrichtung ge- 
nommenen Komponenten von äußerer Kraft und Beschleuni- 



gung: 

(115) 




d|0| 

dlö 



Für die „transversale elektromagnetische Masse“ 
hingegen, d. h. für den Quotienten der zur Bewegungsrichtung 
senkrechten Komponenten von äußerer Kraft und Beschleuni- 



gung folgt 
(115a) 




Im allgemeinen ist die longitudinale Masse von 
der transversalen verschieden. Nur im Grenzfaüe lang- 
samer Bewegung, wo der Impuls des Elektrons seiner Ge- 
schwindigkeit proportional ist, stimmen die rechten Seiten von 
(115) und (115a) überein; wir wollen diesen gemeinsamen 
Grenzwert der longitudinalen und der transversalen Masse mit 
bezeichnen; für langsame Kathodenstrahlen ist es erlaubt, 
mit ihm so zu rechnen, wie es in § 2 geschah. 

Diese Formeln, welche die Masse des Elektrons mit seiner 
Bewegungsgröße verknüpfen, und die vom Verfasser dieses 
Werkes zuerst angegeben wurden, sind unabhängig von jeder 
Annahme über die Form und die Ladungsverteilung des Elek- 
trons. Sie gelten immer dann, wenn der Impulsvektor der 
Bewegungsrichtung parallel weist und sein Betrag eine be- 
liebige Punktion des Betrages der Geschwindigkeit ist. Wünscht 
man die Dynamik des Elektrons rein elektromagnetisch zu 
begründen, so hat man für @| den Betrag der elektromagne- 
tischen Bewegungsgröße einzusetzen. 
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Man kann die elektromagnetische Masse auch mit der 
elektromagnetischen Energie des Elektrons in Verbindung 
bringen; die Energiegleichxing (96) ergibt für rein trans- 
latorische Bewegungen 

=(ör) = ib|c. 



Für quasistationäre Bewegimgen wird die Energie des 
Elektrons als Funktion des Betrages der Geschwindigkeit be- 
trachtet; es wird daher 



dWdib 
d b| dt 



Ö I 



Hieraus ergibt sich die „longitudinale Masse“, die als 
Quotient der longitudinalen Beschleunigung und Kraft definiert 
wurde, 

J_ djr 
jb d|b| ■ 




Diese Formel verknüpft die longitudinale Masse 
des Elektrons mit seiner Energie. Die transversale Masse 
wird selbstverständlich durch die Energiegleichung nicht be- 
stimmt, da ja eine transversale Kraft keine Arbeit leistet. 

Die aus der Energiegleichung abgeleitete Formel (115b) 
ist ebenso wie die aus dem Impulssätze gewonnenen Formeln 
(115) und (115 a) unabhängig von jeder Annahme über die 
Form und die Ladungsverteüung des Elektrons. Sie fußt 
ebenso wie jene allein auf den Grundgleichungen (I bis V) der 
Elektronentheorie, aus denen ja die Energiegleichung und die 
Impulsgleichung als Folgerungen sich ergaben. Man könnte 
diese Formel ebenso wie jene auch dann verwenden, wenn 
man annähme, daß wägbare Materie mit dem Elektron ver- 
koppelt sei; alsdann wäre in W die Energie, in @ die Bewegungs- 
größe der wägbaren Materie mit in Rechnung zu ziehen. 

Dem von uns vertretenen Standpunkte getreu, werden wir 
indessen unter @ stets den elektromagnetischen Impuls, unter 
W die elektromagnetische Energie verstehen. Von einer rein 
elektromagnetisch begründeten Dynamik des Elek- 
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trons werden wir unter allen Umständen verlangen 
müssen, daß die beiden Formeln (115) und (115b) für 
die longitudinale Masse des Elektrons zu demselben 
Ergebnisse führen. Würde die Formel (115b) unter An- 
nahme rein elektromagnetischer Energie zu einem anderen 
Wert von »t, ergeben als die Formel (115) unter Annahme 
einer rein elektromagnetischen Bewegungsgröße, so würde ein 
innerer Widerspruch unseres Hypothesensystemes zutage treten. 
Man könnte diesen Widerspruch durch Einführung einer inneren, 
nicht elektromagnetischen Energie des Elektrons heben; dann 
würde man aber das Ziel einer rein elektromagnetischen Be- 
gründung der Mechanik der Elektronen nicht erreichen. 

In unserer, auf den Grundgleichungen (VI) und (VTI) 
fußenden Dynamik des Elektrons entsteht nun der besagte 
Widerspruch nicht. In der Tat, wir hatten im vorigen Para- 
graphen bewiesen, daß unter Voraussetzung einer unveränder- 
lichen Verteilung der Ladung im Elektron, Impuls und Energie 
durch die Formeln (111) und (lila) mit der Lagrangeschen 
Funktion verknüpft sind. Hieraus hatten wir die Beziehung 
(111b) abgeleitet; diese Beziehung 

rf I ffl I ^ 1 dW^ d'J. 
d|ti| “ |6|dlbl “ d|6|* 

besagt nichts anderes, als daß die Ausdrücke (115) und (115b) 
beide den gleichen Wert der longitudinalen Masse ergeben. 
Wir sehen also: Unter Annahme einer von der Ge- 
schwindigkeit unabhängigen Gestalt und Ladungs- 
verteilnng des Elektrons ergeben Impulssatz und 
Energiesatz den gleichen Wert der longitudinalen 
elektromagnetischen Masse. Hier tritt der Zusammen- 
hang zwischen unserer kinematischen Grundhypothese (VH) 
und dem Gedanken einer rein elektromagnetischen Begründung 
der Dynamik des Elektrons, der bereits in § 16 erörterte wurde, 
deutlich hervor. Lassen wir diese Grundhypothese fallen und 
nehmen an, daß die Form des Elektrons sich mit der Ge- 
schwindigkeit ändert, so ergibt die Energiegleichung einen 
anderen Wert der longitudinalen elektromagnetischen Masse ab 
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die Impulsgleichung; in diesem Falle — ein Beispiel werden 
wir im § 22 kennen lernen — kann von einer elektromt^e- 
tischen Begründung keine Rede mehr sein. 

Jene kinematische Grundhypothese war den kinematischen 
Bedingungsgleichungen der analytischen Mechanik nachgebildet. 
Wir sind jetzt in der Lage zu zeigen, daß unsere Gmnd- 
gleichnngen für die Dynamik quasistationärer Bewegungen zu 
Ergebnissen fuhren, welche formal mit denen der Mechanik 
Lagranges übereinstimmen. Führen wir in die Gleichung 




die Relation (111) ein, so erhalten wir 



(116) 



d dL 
dtd \ ti! 



r. 



Wir schreiben hier partielle DiflFerentiationszeichen, weil wir 
weiter unten L noch von anderen Größen als nur von | D | , 
abhängen lassen. 

Diese Bewegungsgleichung entspricht den Lagrangeschen 
Gleichungen eines Systemes bewegter Massen. Bedeutet L—T— U 
die Differenz der kinetischen und potentiellen Energie des 
Systemes, so lauten die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen, 
die in Bd. I, § 15, Gl. 64a, S. 45 abgeleitet worden sind: 



(116a) 



d dL dL p 
dt dqj^ dp^ ^ 



Aus einer solchen Lagrangeschen Gleichung läßt sich nun 
formal unsere Bewegungsgleichung (116) ableiten. Wählen wir 
als „Antriebspunkt“ etwa den Mittelpunkt des Elektrons, so 
ist mit dem durchlaufenen Wege s zu identifizieren, 
ds 

mit , d. h. mit | ti | , während die äußere, der Bewegungs- 
richtung parallele Kraftkomponente ist. Da nun in dem 
vorliegenden Falle die Lagrangesche Funktion von dem durch- 
laufenen Wege s unabhängig ist, so geht in der Tat die 
Lagrangesche Gleichung (116 a) in (116) über. 

Abraham, Theorie der Elektrizität. II. 9. Anfl. 12 
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Wählen wir andererseits für einen Parameter, welcher 
die Konfiguration eines gleichförmig bewegten Systemes elek- 
trischer Ladungen bestimmt, so ergibt (llGaj 

(UGb) + 

Auch diese Beziehung stimmt mit unserer Theorie überein. 
Denn wir hatten in § 18 gezeigt, daß die inneren Kräfte, die 
in einem gleichfönnig bewegten Systeme von Ladimgen wirken, 
sich aus einer Kräftefunktion V ableiten lassen; diese Kräfte- 
funktion, deren Abnahme der Arbeit der inneren Kräfte gleich 
ist, war, nach (104 b), entgegengesetzt gleich der Lagrangeschen 
Funktion L. Es stellt also auch in unserer Theorie (116b) 
die Bedingung des Gleichgewichtes der inneren und der äußeren 
Kräfte in einem gleichförmig bewegten Systeme elektrischer 
Ladungen dar. 

Sucht man, mit Maxwell und Hertz, die Gesetze der 
Elektrodynamik aus den Prinzipien der Mechanik abzuleiten, 
so muß man im elektromagnetischen Felde verborgene Be- 
wegungen träger Massen annehmen. Identifiziert man die 
magnetische Energie mit der kinetischen, die elektrische mit 
der potentiellen Energie dieser Massen, so gelangt man auf 
Grund der Lagrangeschen Gleichungen in der Tat zu Ergeb- 
nissen, welche der Form nach mit denen unserer Theorie 
durchaus übereinstimmen. Es ist indessen zu bemerken, daß 
in der analytischen Mechanik die kinetische Energie T als 
Funktion zweiten Grades der Geschwindigkeiten der Antriebs- 
punkte angenommen, die potentielle Energie U als unabhängig 
von der Geschwindigkeit betrachtet wird. In dem vorliegenden 
Falle hingegen sind T und TJ Funktionen der Geschwindigkeit 
des Elektrons, T aber keineswegs eine Funktion zweiten Grades. 
Wir befinden uns demnach keineswegs auf dem Boden der 
Annahmen, von denen die analytische Mechanik ausgeht. Den- 
noch haben wir, von den Grundgleichungen (I bis VII) der 
Mechanik der Elektronen ausgehend, wenigstens für stationäre 
und quasistationäre Bewegungen, die Lagrangeschen Gleichungen 
als gültig erwiesen. Wir haben gezeigt, daß in unserer 
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rein elektromagnetischen Dynamik des Elektrons die 
Lagrangeschen Gleichungen gelten. Dadurch haben wir 
den Gültigkeitsbereich der Lagrangeschen Mechanik wesentlich 
erweitert, indem wir ihn von langsamen Bewegungen, bei denen 
T eine quadratische Funktion der Geschwindigkeit ist, auf be- 
liebig rasche Bewegungen (mit Unterlichtgeschwindigkeit) aus- 
gedehnt haben. Wir haben ferner in der Dynamik des einzelnen 
Elektrons den Gnmdgedanken des elektromagnetischen Welt- 
bildes (§ 16) zur Durchführung gebracht, welcher fordert, nicht 
die elektrische und magnetische Energie auf die potentielle und 
kinetische Energie der Mechanik, sondern umgekehrt die kine- 
tische und die potentielle Energie auf die magnetische und 
elektrische Energie zurückzuführen. 

Wir kehren nunmehr zum speziellen Falle des kugel- 
förmigen Elektrons zurück. Wir setzen für den Betrag des 
Impulses den in (113a) erhaltenen Wert ein und berechnen 
auf Grund der Formeln (115) und (115a) die longitudinale 
und transversale Masse. Wir finden 



(117) 

(117 a) «V =-*!-. 



P 



P 






Für Geschwindigkeiten, die so klein sind gegen die Licht- 
geschwindigkeit, daß j3* gegen 1 zu vernachlässigen ist, ergibt 
sich als gemeinsamer Grenzwert der longitudinalen und der 
transversalen Masse 

2 e* 




Die Formeln (117, 117a, b) gelten im Falle der 
Flächenladung. 

Im Falle der Volumladung, wo die Bewegungsgröße im 
Verhältnis 6 : 5 vermehrt ist, sind alle drei Ausdrücke mit 
diesem Faktor zu multiplizieren. Es wird z. B. 

12 * 
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Wir fassen beide Fälle, den der Flächenladung 
und den der Volumladung des kugelförmigen Elek- 
trons, zusammen, indem wir schreiben 



(117d) 



(117e) 



"»r- »»0 jHß), 



Für Wg ist hier im Falle der Flächenladung der Wert 
(117 b), im Falle der Volumladung der Wert (117 c) zu setzen. 
Für die spezifische Ladung langsamer Kathodenstrahlen folgt 
im ersteren Falle 

e 8 ac 
^ cm, “ ? e ’ 



woraus sich für den Radius des Elektrons ergibt 

2 e 



Wir führen hier den in Gleichung (2) angegebenen Wert 
des elektrischen Elementarquantums und den aus den Eauf- 
mannschen Messungen an Becquerelstrahlen durch Extrapolation 
abgeleiteten Wert der spezifischen Ladung (OL 123 in § 21) ein; 

1-10-«, %-l,82.10^ 

Wir erhalten dann 

(118) o — 1,21 ■ 10~^* cm (Flächenladung). 

Im Falle der Volumladung ist dieser Wert mit 6 : 5 zu 
multiplizieren; er wird 

(118a) a = 1,46 • 10“'* cm (Volumladung). 

Diese Zahlen sind natürlich mit denselben Fehlern be- 
haftet wie die Bestimmungen von e und Immerhin kann 
man wohl behaupten: Der Radius des Elektrons ist 
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wean man die Masse als rein elektromagnetisch an- 
nimmt, in die Grenzen 

10"”<a<2.10"“ 

einzuschließen. An Stelle der Formeln (117d,e) kann man 
auch die Reihenentwickelungen setzen 

(118b) 

(118c) w, « Wo 1 1 -}- 3 ^/S* -I- ^^ß* -f ^/3« -}-•••)• 

Für Unterlichtgeschwindigkeit — und nur hier gelten 
die Formeln (117d, e) überhaupt — sind diese Reihen kon- 
vergent. Man siebt, daß bei rascher Bewegung die longitudinale 
Masse stets größer ist als die transversale. Wirkt eine 
Kraft schief zur Bewegungsrichtung, so ist die Be- 
schleunigung keineswegs der Kraft parallel; der Be- 
schleunigungsvektor schließt vielmehr, da die longitudinale 
Trägheit die transversale überwiegt, mit der Bahntangente im 
allgemeinen einen größeren Winkel ein als der Biraftvektor. 
Nur wenn die Eiraft parallel oder senkrecht zur Bewegungs- 
richtung wirkt, stimmen Kraft und Beschleunigung der Rich- 
tung nach überein. Die Masse ist eben in der Dynamik des 
Elektrons kein Skalar wie in der gewöhnlichen Mechanik. 
Die Kraft ist hier eine lineare Vektorfunktion (Bd. I, § 14) 
der Beschleunigung von allgemeinerer Art. Die „elektromagne- 
tische Masse“ ist das Koeffizientensystem der Gleichungen, 
welche die Kraftkomponenten durch die Beschleunigungs- 
komponente ausdrücken. Das System der elektromagne- 
tischen Massen ist ein Tensortripel von rotatorischer 
Symmetrie um die Bewegungsrichtung des Elektrons; 
es ist etwa zu vergleichen dem Systeme der Trägheitsmomente 
eines Rotationskörpers, welches gleichfalls durch zwei Größen, 
das Moment um die Rotationsachse und um eine zu ihr senk- 
rechte Achse, erst bestimmt wird; es ist in entsprechender 
Weise geometrisch darzustellen. 
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§ 21. Die Ablenkbsrkeit der Kathodenstrahlen 
und der ^-Strahlen. 

Bei schnellen Kathodenstrahlen und bei den sogenannten 
^-Strahlen radioaktiver Körper hat man es mit negativen 
Elektronen zu tun, deren Geschwindigkeit keineswegs klein 
gegen die Lichtgeschwindigkeit ist; hier kommt die Unter- 
scheidung der longitudinalen und der transversalen Masse in 
Betracht. Für die Ablenkbarkeit der Strahlen ist selbstverständ- 
lich die transversale Masse »»,. und die entsprechende „trans- 
versale spezifische Ladung“ 

maßgebend. Dabei ist e der elektrostatisch gemessene Betrag 
der Ladung. 

Werden die /1-Strahlen durch ein zur ursprünglichen Strahl- 
richtung senkrechtes magnetisches Feld abgelenkt, so ist die 
Bahnkrümmung gemäß Gleichung (7) 




(119a) 




'M 



Die Geschwindigkeit bleibt bei der Bewegung im magne- 
tischen Felde konstant, da die im magnetischen Felde auf die 
Elektronen wirkende Kraft stets senkrecht zur Bewegungs- 
richtung gerichtet ist; der einzige Unterschied gegenüber lang- 
samen Kathodenstrahlen liegt hier darin, daß eine Funktion 
der Geschwindigkeit ist. Es ist nach (H7e) 

Bei der Bewegung im elektrischen Felde liegt die Sache 
komplizierter. Zunächst ist der Zuwachs der Energie auf einem 
gewissen Wege der Arbeit der elektrischen Kraft gleich. Die 
Geschwindigkeitsänderung des negativen Elektrons auf einem 
gewissen Wege ist dementsprechend im elektrostatischen Felde 
bestimmt durch 

(120) lT-Wo = e((p-g,„), 
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wo gemäß (113b) und (117b) zu setzen ist 



(120a) W- Wo = jm„c 




Sind die ursprüngliche Geschwindigkeit cßg und die durch- 
laufene Potentialdififerenz bekannt, so ist die Endgeschwindig- 
keit cß aus der transzendenten Gleichung zu berechnen 



(120b) 




Für kleine Werte von ß^ und ß gilt näh er ungs weise 
(120c) ß^ + iß*...^ß^^+y^* + ... + (qp - cp,)- 



vernachlässigt man hier ß* gegen /3*, ß,* gegen ß,*, so gelangt 
man zur Gleichung (5 a) zurück. Aber auch bei Kathoden- 
strahlen wird man, wenn es sich um genaue Messungen handelt, 
gut tun, die Gleichung (120c) an Stelle von (5a) zu setzen. 
Liegt etwa der in § 2 erörterte Fall vor, daß den Kathoden- 
strahlen durch ein elektrostatisches Feld ihre ganze Geschwin- 
digkeit erteilt worden ist, so ist in (120c) ß, gleich Null zu 
setzen. Tritt der Kathodenstrahl nun in ein magnetisches 
Feld ein, so bestimmt sich die Bahnkrümmung aus (119a), 
wobei derjenige Wert von in Rechnung zu ziehen ist, 
welcher dem aus (120c) zu ermittelnden Werte von ß nach 
(119b) entspricht. 

Bei geradliniger Bewegung im longitudinalen elektro- 
statischen Felde reicht die aus der Energiegleichung abgeleitete 
Relation (120 b) aus. Besitzt indessen das elektrische Feld auch 
eine transversale Komponente, so bestimmt die Energiegleichung 
nicht vollständig die Bewegung; es ist die Impulsgleichung 
heranzuziehen. Diese ergibt, für die Ladung — e: 

I 

( 121 ) &-(8,= -eJ'e‘^dt. 

Handelt es sich um ein homogenes äußeres elektrisches Feld, 
wie es sich zwischen zwei Kondensatorplatten herstellt, so ist 

(121a) @-@o 
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die Änderung des Impulses des negativen Elektrons. Die Be* 
wegungsrichtung des Elektrons ist stets seinem Impulse parallel ; 
daher folgt aus (115a) und (117e) 

@ BW, — 

so daß (121a) zu schreiben ist 

(121b) - 3 -ciJo®“(< — <o)- 

Kennt man die anrängliche Geschwindigkeit Bg und die 
Zeit, während deren das negative Elektron das homogene Feld 
durcheilt, so ist durch diese Beziehung die Endgeschwindigkeit B 
der Größe und der Richtung nach bestimmt. 

Auch ein zur ursprünglichen Bewegungsrichtung senk- 
rechtes elektrisches Feld ändert, im Gegensatz zu dem magne- 
tischen Felde, den Betrag der Geschwindigkeit, weil im Ver- 
laufe der Bewegung B eine zu parallele Komponente erhält. 
Ist indessen die Ablenkung des Strahles durch das transversale 
elektrische Feld nur gering, so kann man die Änderung des 
Betrages der Geschwindigkeit vernachlässigen und an Stelle 
von (121b) die vereinfachte Beziehung setzen 

(121c) — |c7Jo®“(< — <o), 

indem man ß als konstant ansieht. Ist etwa die o;-Achse der 
ursprünglichen Bewegungsrichtung parallel, so gilt in diesem 
Grenzfalle unendlich geringer Ablenkung ferner 

a; - a;g - (^ - g 1 B I 

und, wenn ®“ parallel der negativen y-Achse weist, 

Es folgt daher als gesamte, beim Durchlaufen des elek- 
trischen Feldes stattfindende Ablenkung parallel der y-Achse 

(121 d) y - Cfir I - cri^ , ®“ i 

Die unendlich kleine elektrische Ablenkung ist 
bei langsamen Kathodenstrahlen dem Quadrate der 
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Geschwindigkeit umgekehrt proportional, die magne- 
tische der Geschwindigkeit. Letzteres folgt aus (119a), 
da eine unendlich kleine Ablenkung im mt^netischen Felde 
dem Krümmungsradius R umgekehrt proportional ist. Bei 
den Radiumstrahlen hingegen nehmen beide Ablen- 
kungen stärker mit wachsender Geschwindigkeit der 
Strahlen ab; denn es nimmt die transversale spezi- 
fische Ladung nach (119b), mit wachsender Ge- 
schwindigkeit ah. 

Durch Kombination von (119a) und (121 d) folgt 

c in ■ 2 'vH’ 

4 |e“| c(x-x,y 1 

iri‘ ■ 2 'yH'' 

Es kann also durch Kombination der magnetischen 
und der elektrischen Ablenkung sowohl die Geschwin- 
digkeit als auch die transversale spezifische Ladung 
.vermittelt und so die von der Theorie geforderte Be- 
ziehung zwischen diesen beiden Größen experimentell 
geprüft werden. 

Dieses Ziel war es, welches W. Kaufmann“) bei seinen 
Untersuchungen verfolgte. Läßt man die von einem Körnchen 
Radiumhromid ausgehende Strahlung durch eine kleine Öffnung 
treten, so bildet eich die Öffiiung auf einer senkrecht zur 
Strahlrichtung gestellten photographischen Platte als Punkt 
ab. Bei elektrischer Ablenkung wird, infolge der verschiedenen 
Geschwindigkeiten der Elektronen, das von den ^-Strahlen 
herrührende Bild in einen der Richtung des elektrischen 
Feldes parallelen geraden Strich ausgezogen; bei magnetischer 
Ablenkung ergibt sich ein zur magnetischen Feldrichtung senk- 
rechter Strich. Die „Inhomogenität“ der Strahlung macht es 
unmöglich, auf diese Weise die Ablenkung der einzelnen Strahl- 
teilchen zu bestimmeiL Es gelang indessen Kaufmann, gerade 
die Inhomogenität der Strahlung zur Lösung der Aufgabe zu 
benutzen, indem er gleichzeitig elektrisch und senkrecht dazu 
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magnetisch ablenkte. Bei dieser, der Kundtschen Methode der 
Dispersionsmessung durch gekreuzte Spektren entsprechenden 
Anordnung wurde auf der photographischen Platte eine Kurve 
erhalten; die Koordinaten eines jeden Punktes der Kurve 
zeigten direkt die elektrische bzw. die magnetische Ablenkung 
des betrefifenden Strahlteilchen an. Indem Kaufmann die 
Strahlen zwischen den Platten eines Kondensators hindurch- 
treten ließ, welche nur um 1,2 mm voneinander entfernt und 
auf einer Potentialdifferenz von 2500 — 3000 Volt gehalten 
waren, indem er ferner parallel dem elektrischen Felde gleich- 
zeitig ein magnetisches Feld erregte, erhielt er photographische 
Kurven, welche direkt die elektrische Ablenkung eines homo- 
genen /3-Strahles als Funktion der magnetischen Ablenkung 
darstellten. Dabei ist zwar, da es sich nicht um unendlich 
kleine Ablenkungen handelt, die elektrische Ablenkung nicht 
genau proportional dem in (121 d) berechneten y zu setzen, 
und die magnetische Ablenkung nicht genau umgekehrt pro- 
portional dem in (119 a) angegebenen Krümmungsradius J?. 
Immerhin lassen sich den auf der photographischen Platte 
direkt beobachteten Ablenkungen zwei nur wenig von ihnen 
verschiedene Größen y' und z', die „reduzierte elektrische Ab- 
lenkung'' und die „reduzierte magnetische Ablenkung" zuordnen, 
welche den in (122) und (122 a) eingehenden Größen y und ^ 

proportional sind; jene beiden von der Theorie geforderten 
Beziehungen lassen sich schreiben 

(122b) ß = 

(122c) t(ß)=-h-^'r- 

Die Konstanten hängen noch von den Abmessungen 
der Apparate, den Feldstärken, ferner von und c ab. 

Die Prüfung der Theorie an der Hand der Beobachtungs- 
ergebnisse wurde so durchgeführt, daß zunächst versucht wurde, 
die gemessenen reduzierten Ablenkungen durch die Formel 
(117e) darzustellen, wobei die Kurvenkonstanten und k^ 
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nach der Methode der kleinsten Quadrate berechnet wurden. 
Die Resultate sind in der folgenden Tabelle zusammengesteUt. 

Die ersten beiden Zeilen enthalten die gemessenen redu- 
zierten Ablenkungen z’ und y' . Die dritte Zeile gibt die auf 
Grund der Formeln (122b, c) berechneten Werte von y' an. 
Die Abweichung d der beobachteten und der berechneten Werte 
von y' in Mikron sind in der vierten Zeile aufgeführt; sie ge- 
statten ein Urteil über die Genauigkeit, mit welcher die theo- 
retische Formel (H7e) für die transversale Masse gültig ist. 
Der mittlere Fehler der Kurvenpunkte beträgt nur 5 Mikron. 
Die fünfte Zeile endlich enthält die Geschwindigkeitswerte ß, 
bezogen auf Lichtgeschwindigkeit, welche sich den Ablenkungen 
auf Grund unserer Theorie zuordnen. 



z' 


y' beob. 


1 y' ber. 






0,1350 


0,0246 


0,0251 


— ö 


0,974 


0,1919 


0,0376 


0,0377 


- 1 


0,922 


0,2400 


0,0502 


0,0502 


0 


0,867 


0,2890 


0,0645 


0,0649 


- 4 


0,807 


0,3359 


0,0811 


0,0811 


0 


0,752 


0,3832 ' 


0,1001 


0,0995 


+ 6 


0,697 


0,4305 


0,1205 


0,1201 


+ 4 


0,649 


0,4735 


0,140.5 


0,1408 


- 3 


0,610 


0,5252 


0,1667 


0,1682 


-15 


0,566 



Ob die Theorie den Zusammenhang der Kurvenkonstanten 
Ä:, und Äj mit den Feldstärken richtig wiedergibt, versuchte 
Kaufmann durch Messung der Feldstärken festzusteUen. Für 
den Quotienten aus elektrischer und magnetischer Feldstärke 
ergab sich eine Abweichung von nur 3,5 ®/o zwischen dem 
ans den Kurvenkonstanten berechneten und dem gemessenen 
Werte. 

Man kann ferner die Theorie prüfen, indem man den aus 
den Kurven extrapolierten Wert der spezifischen Ladung 
langsamer Elektronen mit dem für Kathodenstrahlen (§ 2) er- 
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haltenen vergleicht. Den ersteren Wert findet Kaofinann nach 

unserer Theorie gleich 

(123) Tjo = 1,823 • 10’. 

Der fdr Kathodenstrahlen angegebene Wert (9) ist kon- 
sequenter Weise ebenfalls, entsprechend den Andeutungen im 
Eingänge dieses Paragraphen, zu korrigieren, da die Geschwin- 
digkeit der Elektronen auch hier nicht als klein gegen die 
Lichtgeschwindigkeit zu betrachten ist. Dann erhält man 
(123a) fjo = 1,878 • 10’. 

Die Übereinstimmung ist nicht unbefriedigend. Dem aus 
dem Zeeman-Efifekt (§ 10) ermittelten Wert des % (61. 61), 
nämlich 

(123 b) % = 1,79 • 10’. 

liegt der von Kaufmann auf Grund der Theorie des starren 
Elektrons aus der Ablenkung der /3- Strahlen des Radiums be- 
rechnete Wert näher als der aus der Ablenkung der Kathoden- 
strahlen gefundene. 

Bei seinen letzten Untersuchungen (1906) hat W. Kaufmann 
auch auf die Theorien von H. A. Lorentz**) und A. Bucherer’) 
Bezug genommen, von denen im nächsten Paragraphen die 
Rede sein wird. 

Es wäre von Interesse, das Intervall zwischen den Kathoden- 
strahlen und den langsamsten Radiumstrahlen auszufüllen und 
auch in diesem Gebiete die Theorie zu prüfen; doch ist die 
künstliche Beschleunigung der Kathodenstrahlteilchen bis zur 
halben Lichtgeschwindigkeit mit großen experimentellen Schwie- 
rigkeiten verknüpft. 

§ 22. Das Lorentasohe und das Bucherersche Elektron. 

Gewisse später zu erörternde Fragen der Optik bewegter 
Körper haben H. A. Lorentz*’) veranlaßt, der auf der kine- 
matischen Grundhypothese (VII) fußenden Dynamik des Elek- 
trons eine andere gegenüber zu stellen, welche diese Gnmd- 
hypothese aufgibt. H. A. Lorentz behält nicht nur die allgemeinen 
Grundgleichungen (I bis V) bei, sondern auch die dynamische 
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§ 82 . 



Gnmdgleichung (VI), welche verlangt, daß die resultierenden 
elektromagnetischen Kräfte des äußeren und des vom Elektron 
selbst erregten Feldes einander im Sinne der Mechanik starrer 
Körper das Gleichgewicht halten. Er nimmt indessen das 
Elektron nicht als „stan/^ an, sondern läßt eine Formänderung 
desselben zu. Im Ruhezustände soll das Elektron eine Kugel 
vom Radius a sein; bei der Bewegung aber soll es sich parallel 
der Bewegongsrichtung im Verhältnis 

* = yi-ß* 

kontrahieren. Das gleichförmig translatorisch bewegte 
Elektron soll demnach ein Heaviside-Ellipsoid sein. 

Wir wollen die Lagrangesche Funktion sowie die elektro- 
magnetische Energie und Bewegungsgröße eines solchen Lorentz- 
schen Elektrons berechnen. Das elektromagnetische Feld be- 
stimmt sich ans den Ansätzen des § 18; die Anwendung der 
dort gegebenen Transformation (105) gestaltet sich hier be- 
sonders einfach. Das bewegte System 27 ist ein Heaviside- 
Ellipsoid; geht man durch Streckung parallel der Bewegungs- 
richtung im Verhältnis x~^ zum ruhenden System 27^ über, 
so erhält man eine Kugel vom Radius a. Die Energie dieser 
Kugel ist, im Falle der Flächenladung, 

( 124 ) 

Die Lagrangesche Funktion, welche nach (104b) im Falle 
gleichförmiger Bewegung der Kräftefunktion entgegengesetzt 
gleich ist, wird, gemäß (106d), 

(124a) L = -xU,^-x{^. 

Ferner folgt aus (102) und (106) 

(124 b) ^ = ^90, 



und daher aus (lOld) und (105) 



(124c) 





* 

1 ^0 
* 3^0 



1 

X 



e 



09 } 



X 
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Hieraus und aus (lOlf) bestimmt sich die x-Komponente 
des Vektors jj, welcher die Dichte der elektromagnetischen 
Bewegungsgröße anzeigt: 



4:tC 



- «.9,1 - + «I - n...|«S. + «5.1- 



Durch Integration über das Feld des Systemes Z!, dessen 
Volumelemente denen des ruhenden Systemes durch (105) 
zugeordnet und daher im Verhältnis 

dv : dt\ = X 

verkleinert sind, folgt 
(124d) 

Beachtet man ferner, daß in das Feld dasjenige einer 
ruhenden Kugel ist, daß mithin aus SymmetriegrUnden 

fdVom.-=fdv,(^l,=Jdv,ül 



gilt, so erhält man 



/'d ü# f ~ J I g 1 _ «2 

J 8jt 3j 8x 




Der Betrag des der Bewegungsrichtung des Heaviside- 
Ellipsoides parallelen Vektors @ wird demnach 



(124e) 



I® = 



4 ^ p _ 2 e« [S| 

3 cx ® 3 ac* X ’ 




Aus der so bestimmten elektromagnetischen Bewegungs- 
größe folgt, auf Grund der allgemeinen Beziehung (103), die 
doppelte magnetische Energie 

8 «X 




Hieraus und aus (124a) erhält man, für die gesamte 
elektromagnetische Energie des Heaviside-Ellipsoides, 
den Ausdruck 

(124g) W-2T-L-^^^(l+{)- 
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H. A. Lorentz nimmt nun an, daß die träge Masse des 
Elektrons rein elektromagnetischer Art ist; demgemäß zieht er, 
neben der elektromagnetischen Bewegungsgröße (124e), eine 
materielle Bewegungsgröße nicht in Rechnung. Er erhält auf 
Grund der Formeln (115) und (115a), für die longitudinale 
und transversale Masse 



(125) »M, = »(„-x-s = Wo-(l — ^-) 

(125a) = ntg ■ (1 — /3*) 



1 

2 




»Mj stellt dabei den gemeinsamen Grenzwert beider Massen bei 
langsamer Bewegung vor, der im Falle der Flächenladung 
durch (117b), im Falle der Volumladung durch (117 c) ge- 
geben wird. Nach dem in § 18 bewiesenen Satze geht der 
Wert von Uq im Falle der Volumladung aus dem im Falle 
der Flächenladung gültigen Werte durch Multiplikation mit 
®/s hervor; mit demselben Faktor sind demnach die Ausdrücke 
der Lagrangeschen Funktion (124a), der Bewegungsgröße (124e) 
und der elektromagnetischen Energie (124g) beim Übergang 
zur Volumladimg zu multiplizieren. 

Versucht man, die longitudinale elektromagnetische Masse 
des Lorentzschen Elektrons auf Grund der Formeln (115b) 
und (124g) zu berechnen, indem man annimmt, daß die Energie 
des Elektrons rein elektromagnetischer Natur ist, so gelangt 
man zu einem Ergebnis, welches zu (125) in Widerspruch 
steht. Das kann nicht wundemehmen; haben wir doch in 
§ 19 gesehen, daß die Relation (111b), welche die Identität 
der aus der elektromagnetischen Energie und aus der elektro- 
magnetischen Bewegungsgröße abgeleiteten Werte der Masse 
ausspricht, auf der Annahme einer unveränderlichen Ladungs- 
verteilung beruht. Für das Lorentzsche Elektron, w'elches der 
Grundhypothese (VII) nicht gehorcht, gilt diese Relation ebenso- 
wenig wie die Gleichungen (111) und (lila), welche Impuls 
und Energie mit der Lagrangeschen Funktion verknüpfen. In 
der Tat, nach (124a) ist 



(126) 



dX ^ _£l . i_ = JL . lÜ „ i „I . IIJ 

d|B| 2a xc 2ac' * 4 ® x ’ 



jf 
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während nach (124e) und (12öa) 
ist. 

Während für das „starre“ Elektron die Differenz dieser 
beiden Größen verschwindet, hat sie für das deformier bare 
Elektron den von Null verschiedenen Wert 



(126a) 



dL 




£ 

4 



m,.- |öl. 



Da nun allgemein gilt: 

W= 2T-L = |ti| • m-L, 

so folgt 

1 dW d ®| 1 1 1 -J| di 1 

|b|d|h| “ d|S| dUlJ’ 



Hieraus ersieht man, daß (115) und (115b) nicht zu dem- 
selben Werte der longitudinalen Masse führen können. Be- 
stimmt man die Masse durch die elektromagnetische Bewegungs- 
größe, so ist, für das Lorentzsche Elektron, (115 b) zu ersetzen 
durch 



(126b) 



1 dir ,1 
ü|dTlH = ’”' + -4»”- 



Da die longitudinale Masse des Lorentzschen 
Elektrons sich nicht aus der elektromagnetischen 
Energie allein ableiten läßt, so müssen wir, um das 
Energieprinzip aufrechtzuerhalten, diesem Elektron 
eine innere Energie E nicht elektromagnetischer Art 
zuschreiben, ln der Tat, es soll sich ja das Elektron bei 
einer Zunahme der Geschwindigkeit abplatten; dabei wird 
gegen die elektrodynamischen Kräfte, mit denen sich die Volum- 
elemente abstoßen, Arbeit geleistet. Wähi-end für das starre 
Elektron die Zunahme der elektromagnetischen Energie gleich 
der von der äußeren Kraft Ä“ geleisteten Arbeit ist, findet das 
hier nicht mehr statt. Die Zunahme der elektromagnetischen 
Energie bei einer Beschleunigung ist, für das Lorentzsche 
Elektron, größer als die Arbeit der äußeren Kräfte. 
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Die innere Energie E, durch deren Annahme man das 
Energieprinzip aufrechterhalten kann, darf nicht als kinetische 
Energie im Sinne der gewöhnlichen Mechanik betrachtet 
werden; denn in diesem Falle würde jede Berechtigung dafür 
wegfallen, daß Bewegungsgröße im Sinne der gewöhnlichen 
Mechanik nicht angenommen wird. Immerhin k ann E von der 
Geschwindigkeit abhängen, da ja diese die Form des Elektrons 
bestimmt. Die Energiegleichung verlangt 

(127) = (»«-)> 

und der Impulssatz 

(127 a) ^ = 



Durch Kombination dieser beiden Sätze erhält man 
d ( TT+ E) 



("w). 



dt \ dt j 

oder 

(127b) 

Für gleichförmige Bewegung ist nun 

(0®)- TF = 2r- IF= T-Ü=L. 

Für quasistationäre Bewegungen wird diese Beziehung als 
gültig angesehen, und es wird L wie E als Funktion der 
jeweiligen Geschwindigkeit betrachtet. Es wird mithin 
, . d{L-E) d[L-E) ^8i 

dt “ rfl»! ' dt ’ 

Da ferner, bei stationärer und quasistationärer Bewegung, 
für das Lorentzsche Elektron aus Symmetriegründen der Impuls 
parallel der Bewegungsrichtung ist, so gilt 

(127d) 

Nach (127 b) sollen nun die Ausdrücke (127 c) und (127 d) 
einander gleich sein, und zwar für beliebige Werte der Be- 
schleunigung; hieraus folgt die Relation 

(128) ' 



d|D| 

Abraham, Theorie der Klokthzität. XL 2. Aufl. 



13 
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Dieselbe ist als Verallgemeinerung der Relation (111) an- 
zusehen; sie geht in jene über, wenn man eine Energie E 
nicht elektromagnetischer Art ausschließt. 

Hier tritt der bereits Ln § 16 erörterte Zusammenliang 
der kinematischen Grundgleichung (VH) mit dem Gedanken 
der rein elektromagnetischen Begründung der Dynamik des 
Elektrons deutlich hervor. Für das starre Elektron gilt (111) 
allgemein, es folgt daher aus (128) 



d. h. eine etwa angenommene Energie nicht elektromagnetischer 
Ali würde bei einer Änderung der Geschwindigkeit sich nicht 
ändern. Etwa angenommene innere Kräfte nicht elektro- 
magnetischer Natur würden dabei keine Arbeit leisten. Unsere 
auf der Grundgleichung (VU) fußende Dynamik des Elektrons 
braucht daher solche Kräfte und eine solche Energie nicht 
einzuführen, eine „potentielle“ Energie ebensowenig wie eine 
kinetische. Die Lorentzsche Dynamik des Elektrons sieht 
gleichfalls die träge Masse als rein elektromagnetisch an und 
schließt daher eine kinetische Energie im Sinne der gewöhn- 
lichen Mechanik aus. Sie muß indessen eine „potentielle“ 
innere Energie des Elektrons einführen. Aus (128), im Verein 
mit (126a) und (126), folgt: 

dE _ 1 |bj _ i dl/ 

5T#1 “ “ 4 ■ T ~ Tälb]’ 




und, durch Integration, 

(128b) E = E,-\(L-L,)-, 



hier sind E^, Lg die Werte, welche E und L für das ruhende 
Elektron besitzen. Aus (124 a) folgt 

(128c) E = Eg-f^{l-x). 



Diese Formel gibt an, wie die „potentielle“ Enerke des 
Lorentzschen Elektrons mit wachsender Geschwindigkeit ab- 
nimmt. Für Lichtgeschwindigkeit, wo das Elektron in eine Kreis- 
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Bcheibe übergeht, wird x gleich Null, mithin die potentielle 
Energie 

(128d) E, = E,-f^. 



Wir können daher (128 c) auch schreiben 
(129) e = E, + ^. 

Diese potentielle Energie nicht elektromagne- 
tischer Art muß man dem Lorentzschen Elektron zu- 
schreiben, wenn man das Energieprinzip aufrecht- 
zuerhalten wünscht. 

Bei diesem Ergebnis wird man sich kaum beruhigen; 
man wird vielmehr weiter fragen, nach welchem Gesetz die 
Kräfte wirken sollen, die sich aus einer solchen potentiellen 
Elnergie herleiten. Nur indem man hierüber bestimmte An- 
nahmen macht, wird man über das Verhalten des Lorentzschen 
Elektrons bei allgemeineren Bewegungen (nicht qnasistationären 
oder nicht rein translatorischen) etwas Bestimmtes aussagen 
können. Man kann daran denken, elastische Kräfte zwischen 
den benachbarten Volumelementen des Elektrons anzunehmen, 
und eine Theorie des deformierbaren Elektrons von der in 
§ 16 angedeuteten Art zu entwickeln. Eine solche Theorie 
würde die Trägheit des Elektrons erklären, aber nicht rein 
elektromagnetisch; sie würde die kinetische Energie zurück- 
führen auf die weniger gut verstandene potentielle Energie 
und auf die elektromagnetische Energie. Auf einer solchen 
Djmamik des Elektrons läßt sich kein elektromagnetisches 
System der Physik auf bauen. Wenn man in die Dynamik 
des Elektrons elastische Kräfte einführt, so ist es logisch un- 
möglich, die Elastizität der Materie durch Zurückführung auf 
die Mechanik der Elektronen rein elektromagnetisch zu deuten. 

Was den Vergleich der Lorentzschen Formel (125a) für 
die transversale Masse mit den Beobachtungen an Becquerel- 
strahlen anbelangt, so findet Kaufmann”) bei seinen letzten 
Untersuchungen (1906), daß seine Kurven sich auch durch 
diese Formel darsteUen lassen, mit einem mittleren Fehler von 

18 * 
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nur 5 Mikron; doch weichen die gemessenen Feldstärken von 
den aus den Eurvenkonstanten berechneten um 10,4 % und 
es beträgt der nach Lorentz extrapolierte Wert der spezifischen 
Ladung langsamer Elektronen 

rjf, “ 1,660 • 10’ ; 

derselbe ist wesentlich kleiner als der bei Kathodenstrahlen 
(123 a) gefundene und der aus dem Zeeman-Effekt ermittelte 
(123b). So gelangt Kaufmann zu dem Ergebnisse, daß sich 
die Lorentzsche Dynamik des bei der Bewegung sich abplatten- 
den Elektrons nicht mit dem experimentellen Befunde verein- 
baren läßt. 

Das Lorentzsche Elektron ist ein spezielles Heaviside- 
Ellipsoid, mit den Halbachsen ax, a, a 

{x , 



wo o von ß unabhängig ist. 

Es liegt nahe, ein allgemeineres Heaviside-EUipsoid zu 
betrachten, indem man a als Funktion von ß auffaßt; auch 
für ein solches sind durch (124 a, e, g) Lagrangesche Funktion, 
Impuls und Energie gegeben: 



L 




1®I 



3 ac’ X ’ 




Man kann nun folgende Frage aufwerfen: Ist es möglich, 
o als Funktion der Geschwindigkeit so zu bestimmen, daß die 
Beziehung gilt 

daß mithin aus Impuls und Energie der gleiche Wert der 
longitudinalen Masse folgt: 

_ rf ^1 _ 1 dTF 

d b| “ riiJdlBl’ 

ohne daß man wie beim Lorentzschen Elektron eine Energie- 
form nicht elektromagnetischer Art heranzuziehen hat? 

Indem wir den Betrag des elektromagnetischen Impulses 
dom Differentialquotienten der Lagrangeschen Funktion noch 
der Geschwindigkeit gleichsetzen, erhalten wir 
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1 da \ ß 1 du 

a dß 3 X* 3x djS ’ 

mithin 

(130) a = aox“'s, 

wo öq den Radius des Elektrons im Palle der Ruhe darstellt. 

Bei Bewegimg sind die Halbachsen des Heaviside-Ellipsoides: 

1 _i _l 

a^xs, UgX 3, a^x s. 



Es bleibt das Volumen des Ellipsoides konstant. Wir sehen 
also: Das Heaviside-Ellipsoid von konstantem Volumen 
ist das einzige, bei dem die Arbeit der äußeren trans- 
latorischen Kräfte dem Zuwachs der elektromagne- 
tischen Energie gleich ist. 

Man kann diese Folgerung prüfen, indem man sich davon 
überzeugt, daß aus Impuls und Energie: 

(130a) 

(130b) w = ^^(l+^ß^).x-^ 



der gleiche Wert der longitudinalen Masse folgt: 
il@| 1 dW 



(130c) 



m. 



<2|U| |,hld|fi| 



= «i„X 






Für die transversale Masse erhält man 
(130d) »»,. — niQX~3 = »tj(l — ß^)~^ . 



Ein solches Heaviside-Ellipsoid konstanten Volumens ist 
von A. Bucherer’) zuerst behandelt worden. Die Formel (130d) 
hat Kaufmann“) bei seinen letzten Untersuchungen (1900) 
ebenfalls geprüft und gefunden, daß sie die Ablenkbarkeit der 
^-Strahlen des Radiums ebensogut darstellt wie unsere Formel 
(117 a). Die beiden Formeln stimmen überhaupt in dem hier 
in Frage kommenden Geschwindigkeitsintervall bis auf 2 % 
überein. 

Versucht man, sich die Bedingung konstanten Volumens 
kinematisch verständlich zu machen, so findet man Schwierig- 
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keiteu. Am nächsten liegt es wohl, Voliunlsdung anznnehmen 
und die Kinematik der dieses Volumen erfüllenden Elektri- 
zität derjenigen inkompressibler Flüssigkeiten nachzubilden. Doch 
zeigt es sich, daB dann bei Bewegung im magnetischen Felde 
Wirbel entstehen, die bei fehlender materieller Masse ins Un- 
endliche wachsen könnten. Auch dürfte es kaum gelingen zu 
beweisen, daß unter diesen Ann ahmen bei veränderlicher Ge- 
schwindigkeit das Elektron jeweils die Gestalt des Heaviside- 
EUipsoides annimmt. Es sind das Schwierigkeiten, welche das 
starre Elektron vermeidet. 

Was die Beziehung zum Relativitätspostulat anhelangt, von 
der weiter unten die Rede sein wird, so befinden sich sowohl 
das starre kugelförmige Elektron wie das Heaviside-EUipsoid 
konstanten Volumens im Widerspruche mit diesem Prinzips, 
dem nur das Lorentzsche Elektron genügt. 

§ 23. Der Bereioh der quasistationären Bewegung. 

Im ersten Bande dieses Werkes wurde gegen die Theorie 
des quasistationären Stromes der Einwand gemacht, daß diese 
Theorie von dem Energieverlust durch Strahlung keine Rechen- 
schaft gibt. Derselbe Einwand ist gegen die in den voran- 
gegangenen Paragraphen dargelegte Theorie der quasistationären 
Elektronenbewegung zu erheben. Diese Theorie bestimmt die 
Energie und den Impuls des vom Elektron erregten Feldes so, 
als ob sie der jeweiligen Geschwindigkeit des Elektrons ent- 
sprächen. Bei periodischen Bewegungen führt diese Be- 
handlungsweise zu der Konsequenz, daß nach dem Ablauf 
einer Periode die Energie und die Bewegungsgröße des Feldes 
zu den Anfangswerten zurückgekehrt seien, daß also das Weg- 
integral imd das Zeitintegral der äußeren Kraft für eine ganze 
Schwingung gleich NuR sei. Das ist nun, wie im zweiten 
Kapitel dieses Bandes dargelegt wurde, keineswegs der Fall; 
auch bei periodischen Bewegungen ist das Wegintegral und 
im allgemeinen auch das Zeitintegral der äußeren Kraft von 
NuU verschieden. Die Arbeitsleistung und der Impuls der 
äußeren Kraft findet sich in der Energie und der Bewegungs- 
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große der entstuidten Wellen wieder. Die entsandte Wellen- 
strahlnng ist es eben, die man vernacblässigt, wenn 
man die beschleunigte Bewegung des Elektrons als 
quasistationär betrachtet. 

Die Entwickelungen des vorigen Kapitels gestatten es uns, 
diese Lücke unserer Theorie sogleich auszufüllen. Haben wir 
doch in Gleichung (87) des § 15 den allgemeinen Ausdruck 
für die Rückwirkung der Strahlung angegeben. Wir setzen 
jetzt für die gesamte vom Elektron auf sich selbst ausgeübte 
Kraft 

( 131 ) it = r+«'', 

indem wir unter 
(131a) 

die nach den Ansätzen der vorigen Paragraphen berechnete 

Kraft verstehen, unter 

(131b) St"=Sf 

aber die in (87) angegebene Reaktionskraft der Strahlung. 
Dabei ist zu bemerken, daß @, der Impuls des vom Elektron 
mitgeführten Feldes, von den über die Form des Elektrons 
gemachten Annahmen abhängt, während die Rückwirkung der 
Strahlung sich ohne solche Annahmen angeben ließ, wenigstens 
dann, wenn es gestattet war, das Elektron hinsichtlich der 
entsandten Wellenstrahlung als einer Punktladung äquivalent 
zu betrachten. Alsdann erfüllt der Ansatz (131) für die 
innere Kraft allgemein die Energiegleichung und die 
Impulsgleichung; denn die Arbeitsleistung der Zusatzkraft 
Ä* ist, wie aus den Entwickelungen des § 15 hervorgeht, für 
ein Intervall beschleunigter Bewegung entgegengesetzt gleich 
der in diesem Intervalle ausgestrahlten Energie, das Zeit- 
integral von H' entgegengesetzt gleich der ausgestrahlten Be- 
wegungsgröße. Bestimmen wir die Bewegung des Elektrons 
aus der korrigierten Bewegungsgleichung 

(131c) = 
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80 Bind wir von vornherein sicher, in keinen Widerspruch mit 
dem Energieprinzip oder dem Impulssätze zu geraten. Wir 
fassen eine Bewegung ins Auge, die zuerst gleichförmig mit 
der Geschwindigkeit verläuft, dann in beliebiger Weise be- 
schleunigt wird und weiterhin wieder stationär mit der Ge- 
schwindigkeit Oj vor sich geht. Wir warten so lange, bis die 
entsandten Wellen sich hinreichend weit von dem (mit Unter- 
lichtgeschwindigkeit bewegten) Elektron entfernt haben. Inner- 
halb des von der Wellenzone eingerahmten Raumes besteht 
dann das Feld, welches der Geschwindigkeit B, entspricht, und 
dessen Energie und Impuls bzw. @j sind. Die Energie 
und die Bewegungsgröße des außerhalb der Wellenzone liegen- 
den Feldes kommen nicht in Betracht. Werden für die 
Energie und den Impuls der WeUenzone die im 

vorigen Kapitel gefundenen Werte eingesetzt, so gilt allgemein 

(131 d) J ‘St"dt = 

1 

2 

(131e) / (Bft«)rf<- W,- W,+ 

l 

wenigstens für das starre kugelförmige sowie auch für das 
Bucherersche Elektron. Beim Lorentzschen Elektron ist, wie 
wir soeben gesehen haben, noch die Änderung der „inneren 
potentiellen Energie“ in Rechnung zu setzen. 

Wir sind jetzt in der Lage, den Gültigkeitsbereich der 
quasistationären Bewegung anzugeben: Wir dürfen die Be- 
wegung als quasistationäre behandeln, wenn gegen 
die BO berechnete innere Kraft St' die Reaktions- 
kraft St" der Strahlung verschwindet. 

Betrachten wir etwa eine KreisbewegTing, wie sie die 
Elektronen der Radium-Strahlung in einem zur ursprünglichen 
Strahlrichtung senkrechten magnetischen Felde ausführen. Hier 
ist der Betrag der Trägheitskraft der quasistationären Bewegung 
für das starre kugelförmige Elektron nach (117e) 

(132) Ift'l = m, 
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Die Reaktionskraft der Strahlung aber ist nach Glei- 
chung (88) 

2 e* B* 



ff tl 



SO daß man erhält 
(132a) 



3 c’ 

^e’ bl’ 
¥c> iT’Ä” 



X» = 1 - ß\ 



Setzt man für tHg den im Falle der Flächenladung gültigen 
Wert (117b), so folgt 

4 a ß 



(132h) 



lÄ'' 



|Ä'| = 



3 R 



Für Bewegungen, die der Lichtgeschwindigkeit nicht gar 
zu nahe kommen, ist die eingehende Funktion von ß keine 
große Zahl. Hier verschwindet der Betrag von Ä" gegen den 
von Ä', falls der Krümmungsradius R der Bahn groß gegen 
den Radius des Elektrons ist; diese Bedingung ist praktisch 
stets erfüllt. Wir sehen also: Die Ablenkharkeit der in 
den Kathodenstrahlen und in den /3-Strahlen des 
Radiums bewegten Elektronen darf in allen prak- 
tischen Fällen auf Grund der Ansätze der Theorie der 
quasistationären Bewegung berechnet werden. 

Um zu zeigen, daß dieses auch für die raschesten der 
Elektronen gilt, deren Ablenkung man hat beobachten können, 
nehmen wir eine Geschwindigkeit an, die nur um 1 ®/q kleiner 
ist, als die Lichtgeschwindigkeit: 

/3 = 0,99; 1-/3 = 0,01; 



wir erhalten dann 



x* = {l- ßy = 4 • 10-*, t{ß) = 4,3 . 



Man sieht, daß die Funktion von ß, welche das Ansteigen 
des Quotienten |Ä"| : !Ä'| bei Annäherung an die Licht- 
geschwindigkeit bedingt, hier bereits von Bedeutung wird; ihr 
Wert ist hier 



3 x‘it>(ß) 



= 7,7 . 101 
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Dafür ist aber der Radius des Elektrons sehr klein gegen 
den Krümmungsradius der Bahn. Letzterer berechnet sich aus 
der reduzierten magnetischen Ablenkung 

^'= 0,1495 

und der Ton Kaufmann angegebenen Beziehung*) 

f 4,176 u QQ 

z = ZU it « 28 cm. 



Setzt man endlich für a den unter Annahme von Flächen- 
ladung berechneten Wert (Gl. 118) ein, so findet sich 



Ift' 






7,7 • 10’ 



■ 1 ^ 

2 » 



10 - 



= 3 • 10 - 



11 



Die magnetische Feldstärke war hier gleich 200 absoluten 
Einheiten. Nimmt man nun auch ein 300 mal stärkeres magne- 
tisches Feld an, so beträgt der bei Annahme qnasistationärer 
Bewegung begangene relative Fehler immer noch weniger 
als 10“*. Auch die Bewegung der raschesten beobachtharen 
/3- Strahlteilchen in experimentell herstellbaren magnetischen 
Feldern ist demnach als quasistationär zu betrachten. 

Übrigens ist der Ausdruck für die Reaktionskraft der 
Strahlung, welcher in § 15 angegeben wurde, nicht streng 
gültig; er gilt nur angenähert, und zwar dann, wenn es ge- 
stattet ist, das Elektron bei der Berechnung der entsandten 
Wellen einer Punktladung äquivalent zu setzen. Die Bedingung 
(63 b), unter der dieses gestattet war, lautet 

klein gegen 1. 

Für rein transversale Beschleunigung ergibt dies 
(132c) 

Unter Berücksichtigimg der obigen Zahlwerte erhalten 
wir für diesen Bruch den Wert 



^ 1 ,^- 10 “” 
28 • 10“’ 



10-1* ca. 



•) W. Eaufimann, 1. c. Gött. Nachr. 1903, Gl. 6, S. 95. 
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Einen so geringen Fehler begeht man, wenn man für die 
raschesten der von Kaufmann beobachteten Elektronen die 
infolge der transversalen Beschleunigung stattfindende Strahlung 
und deren Rückwirkung aus den Ansätzen des vorigen Kapitels 
berechnet; diese Rückwirkung verschwindet wiederum gegen 
die Trägheitskraft des mitgeführten Feldes. 

Je mehr man sich indessen der Lichtgeschwindigkeit nähert, 
desto größer werden die Zahlwerte der Brüche (132 b, c); denn 
dieselben enthalten im Nenner (1 — /3)* bzw. (1 — ß). Aller- 
dings wird, wenn man durch eine gegebene äußere K!raft ab- 
lenkt, die Bahnkrümmung 1 : R umgekehrt proportional zu if^(ß) 
bei Annäherung an die Lichtgeschwindigkeit abnehmen; aber 
4>(ß) wird für ^=*1 nur logarithmisch unendlich, so daß dieser 
Umstand nicht so wesentlich ist. Man wird also bei weiterer 
Annäherung an die Lichtgeschwindigkeit zu einem Punkte 
kommen, wo die Reaktionskraft der Strahlung nicht mehr 
gegen die Trägheitskraft des mitgeführten Feldes verschwindet, 
und wo es auch nicht mehr gestattet ist, die Reaktionskraft 
so zu berechnen, als ob das Elektron punktförmig wäre. 

Jene beiden Kräfte sind im Grunde nichts anderes als 
die beiden ersten Terme einer Reihenentwickelung 

(133) Ä = r+Ä"-f 

die nach aufsteigenden Potenzen des Radius a des Elektrons 
fortschreitet. Der erste Term, die elektromagnetische Trägheits- 
kraft, enthält a im Nenner; der zweite enthält a überhaupt 
nicht, wie er ja von den speziellen, über Form und Ladungs- 
verteilung gemachten Annahmen unabhängig ist. Der dritte 
Term wird wieder von der Form und Ladungsverteilung ab- 
hängen und für unser kugelförmiges Elektron a im Zähler 
enthalten. Da die innere Kraft St durch die Geschwindigkeit 
und durch die Beschleunigung bestimmt ist, welche in einem 
endlichen, dem betreffenden Zeitpunkte vorangegangenen Inter- 
valle geherrscht haben (vgl. § 17), so ist eine solche Reihen- 
entwickelung immer dann möglich, wenn die Bewegung stetig 
und ihre Geschwindigkeit kleiner als die Lichtgeschwindig- 
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keit ist. Je weiter man die Reihenentwickelung führt, desto 
höhere Differentialquotienten von b und desto höhere Potenzen 
dieser Differentialquotienten werden zu berücksichtigen sein. 
Die Reihe wird um so schlechter konvergieren, je mehr sich 
die Bewegung einer unstetigen und die Geschwindigkeit der 
Lichtgeschwindigkeit nähert. Im Falle des oben durchgerech- 
neten Beispieles konvergiert die Reihe noch außerordentlich 
gut. Für unstetige Bewegungen und für Bewegungen mit 
Lichtgeschwindigkeit oder gar ÜberÜchtgoschwindigkeit versagt 
sie völlig. Hier müssen zur Berechnung der inneren Kraft die 
in den folgenden Paragraphen darzulegenden Methoden heran- 
gezogen werden. 

Die in den Differentialquotienten von b linearen Glieder 
der Reihenentwickelung (133) sind für den Fall der Volum- 
ladung von G. Herglotz”) allgemein berechnet worden. Es 
ergibt sich die Möglichkeit kleiner, gedämpfter Eigenschwin- 
gungen des Elektrons auch bei Abwesenheit quasielastischer 
Kräfte. Die Wellenlänge der langsamsten Eigenschwingung 
ist von der Größenordnung des Durchmessers des Elektrons, 
so daß eine elektromagnetische Erklärung der SpektraUinien 
hieraus nicht zu gewinnen ist. 

§ 24. Das Feld eines beliebig bewegten Elektrons. 

Während wir bisher bei der Integration der Feldgleichungen 
uns auf gewisse Spezialfälle beschränkt hatten, nämlich auf 
den Fall der gleichförmigen Bewegung beliebiger Ladungen 
und auf den Fall beliebiger Bewegung einer Punktladung, 
wollen wir jetzt dazu übergehen, das Feld eines beliebig be- 
wegten Elektrons unter Berücksichtigung der räumlichen Aus- 
dehnung des Elektrons zu bestimmen. Die allgemeinen Formeln, 
durch die wir in § 8 die elektromagnetischen Potentiale dar- 
steUten, werden uns zur Lösung dieser Aufgabe führen. Die 
Formeln (51) und (51a) daselbst lauten 

(134) d0 = ldxJ^d<og{X,l — X) , 

(134a) rfÄ = XdX j dcotiXfl — Al . 
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Diese Formeln sind noch von jeder Voraussetzung über 
die Form und die Ladungsverteilung des Elektrons unabhängig. 
Wir wenden sie an auf unser kugelförmiges Elektron vom 
Radius o mit gleichförmig verteilter Flächenladung oder Volum- 
ladung. 

A. Flächenladung. 

Wir verstehen unter li die Entfernung des betreffenden 
Aufpunktes P von dem Mittelpunkte M des Elektrons in 
ii^endeiner früheren Lage des letzteren; < = ist die Zeit, zu 

der das Feld im Aufpunkte bestimmt werden soll, x = y die 

Latenszeit. Ist die translatorische Bewegung des Elektrons 
gegeben, so ist R als Funktion von A = er bekannt. Das 
Elektron wird nun in seiner zur Zeit t — ^ ^ ^ eingenom- 

menen Lage zum Felde im Aufpunkte nur dann etwas bei- 
steuern können, wenn die um den Aufpunkt mit dem Radius k 
geschlagene Kugel es schneidet. Das ist dann und nur dann 
der Fall, wenn aus den drei Strecken R, k und a ein Dreieck 
gebildet werden kann. Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so 
gibt es keinen Punkt des Elektrons, von dem aus ein Beitrag, 
zur Zeit t — ^ entsandt, nach Durchlaufung des Latensweges k 
im Aufpunkte zur Zeit t eintrifft. Diese Bedingung 
(135) Aus R, k, a ist Dreiecksbildung möglich 

ergibt für einen äußeren Punkt die Ungleichung 
(135a) R — a^k-<R + a, 

für einen inneren Punkt hingegen 
(135 b) a — R-^k^a-\-R. 

Dabei ist im Auge zu behalten, daß es sich um einen iiu 
Raume festen Aufpunkt handelt, dagegen um ein bewegtes 
Elektron; es kann daher für die Bestimmung des Feldes zur 
Zeit t ein und derselbe Aufpunkt bald als äußerer, bald als 
innerer P unk t gelten, je nach der früheren Lage des Elektrons, 
welche der betreffenden Latenszeit zuzuordnen ist. 
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Wir betrachten jetzt das Dreieck aus den Strecken R, X, a 
(Abb. 3). Es gilt 

(^135c) 2OÜC0SÖ' = a*— >1*. 



Schreitet man längs der Oberfläche des Elektrons fort, 
so ändern sich # und X, während a und JR konstant bleiben. 
Man hat demnach 

aR sinö'<i'& = XdX . 



Zwei mit den Radien X und X + dX um 
P geschlagene Kugeln schneiden aus der 
Oberfläche des Elektrons einen Streifen aus 
von dem Flächeninhalte 




2«a*sinö-<id = 2«-^ • XdX . 



Da die Elektrizität mit der Dichte ^ ^ über die Ober- 

4jra’ 

fläche verteilt ist, so befindet sich auf jenem Streifen die 
Elektrizitätsmenge 

2aÄ ■ 



Diese Elektrizitätsmenge, die von den beiden benachbarten 
Kugeln X, X dX eingeschlossen wird, drückt sich in der 
Schreibweise der Formel (134) aus durch 

X^dX j daQ^Xjl — 4). 

Jene Formel besagt, daß der Beitrag zum skalaren Poten- 
tiale erhalten wird, indem man durch X dividiert. Der Beitrag 
wird daher 
(136) 



Um für eine gegebene Bewegung des fElektrons 
das skalare Potential im Aufpunkte zu bestimmen, 
ist nur eine einmalige Integration nach dem Latens- 
wege X auszuführen; dabei ist für jeden Aufpunkt R als 
Funktion von X zu betrachten, und es ist die Integration 
zwischen den durch (135a, b) bestimmten Grenzen zu nehmen. 
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Wie die jeweilige LadungsverteUung, so ist auch der 
Beitrag zum skalaren elektromagnetischen Potential für das 
allseitig symmetrische Elektron von der Rotationsbewegung 
unabhängig. Was jedoch das elektromagnetische Vektorpoten- 
tial anbelangt, so sind die Beiträge der elektrizitätserfüllten 
Volumelemente hier, statt durch q, durch 

bestimmt, gemäß unserer kinematischen Grundgleichung (VII). 
Dementsprechend geht der Translationsbestandteil des 
Vektorpotentiales aus dem skalaren Potentiale hervor, indem 

die Beiträge aller Volumelemente mit dem gleichen Faktor ^ 
multipliziert werden; dabei ist natürlich unter Öq die Geschwin- 
digkeit zur Zeit t — ^ zu verstehen. Wir erhalten demnach 

als Beitrag des von den Kugeln A, A -f- dA aus dem Elektron 
herausgeschnittenen Streifens zum Translationsbestandteil 
des Vektorpotentiales 

(I86a) <*«.-rLTT- 

Die Bestimmung des Rotationsbestandteiles des Vektor- 
potentiales ist nicht ganz so einfach. Man hat zu berück- 
sichtigen, daß der Vektor [ur], der hier an die Stelle von 
tritt, für die verschiedenen Punkte des Streifens ein verschie- 
dener ist; denn es ist zwar u, der Vektor der jeweiligen Dreh- 
geschwindigkeit, bei der Integration über den Streifen als 
fester Vektor zu betrachten, nicht aber r, der vom Mittel- 
punkte nach dem betreffenden Punkte der Oberfläche gezogene 
Radiusvektor. Letzterer kann geschrieben werden 

r = 91 • — g h fl • « , 

wobei unter 9t der vom Mittelpunkte M des Elektrons nach 
dem Au^unkte P gezogene Fahrstuhl, unter tj aber ein zu 91 
senkrechter Einheitsvektor zu verstehen ist. Es folgt 

[ur] = [u9t] • -}- [tttj] • o sind' . 
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Bei der Integration über den Streifen ist nun der erste 
Term als konstant zu betrachten; der zweite Term aber fällt 
bei der Integration heraus, denn es hat für je zwei Punkte Q 
und Q’ des Streifens, die in derselben durch 9t gelegten Ebene 
sich befinden (vgl. Abb. 3), und daher auch [uti] die ent- 
gegengesetzte Richtung. Es geht demnach der Rotations- 
bestandteil des Yektorpotentiales aus dem Translationsbestand- 
teil (136a) dadurch hervor, daß 

[u9l]““^'' 

an Stelle von Öq tritt. Es wird mit Rücksicht auf (135 c) 
(I36b) 

der Beitrag zum Rotationsbestandteile des Vektor- 
potentiales. Um die Integration nach dem Latenswege A 
auszuführen, müssen natürlich die Vektoren 81 und u in ihrer 
Abhängigkeit von X gegeben sein. Bei der Integration sind 
nur solche Werte von X in Betracht zu ziehen, welche der 
Bedingung (135) genügen. 

B. Volumladung. 

Hier sind drei Fälle zu unterscheiden, a) Punkt im 
Innern. Dreiecksbildung aus i?, X, a unmöglich. 

Die Kugel X liegt in diesem Falle ganz im Innern des 
Elektrons. Von zwei benachbarten Kugeln X und A -f dA um P 
wird die Ladung eingeschlossen 

45rpA*dA = JaMA. 

Die Division durch A ergibt als Beitrag zum skalaren 
Potentiale 

(137) d^^^XdX. 
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Durch Multiplikation mit entsteht der Beitrag zum 
Translationsbestandteile des Yektorpotentiales 

(137 a) 

Der Beitrag zum Rotationsbestandteile des Vektorpoten- 
tiales ist 

t, der vom Mittelpunkte M des Elektrons nach der Ober- 
fläche der Kugel A gezogene Fahrstrahl, kann in zwei Vektoren 

r = 81 -h tt 

zerlegt werden, wo 81, der Vektor MP, vom Mittelpunkte des 
Elektrons nach dem Mittelpunkte der Kugel A weist, a aber 
vom Mittelpunkte der Kugel A nach dem betreffenden Punkte 
der Oberfläche. Bei der Integration über die Oberfläche fällt 
der von a herrührende Anteil von [ur] fort, weil für zwei 
einander diametral gegenüberliegende Punkte der Kugel a und 
mithin auch [ua] den entgegengesetzten Wert hat. 91 aber 
ist, ebenso wie u, bei der Integration über die Kugel konstant 
zu halten. Es folgt 

(137b) d«, = ^;,AdA.[u9l] 

als Beitrag zum Rotationsbestandteil des Vektor- 
potentiales. 

b) Punkt außerhalb oder innerhalb des Elektrons. 
Dreiecksbildung aus R, A, a möglich. Alsdann gilt 

|iJ — o|^A^jR-)-o. 

Das ist der PaU, der bei Flächenladung ausschließlich in 
Betracht kam, und auf den Abb. 3 sich bezieht. Es gilt 

= ArfApto . 

Dabei ist 

03 = 2flr(l — cos 7^) 

▲ brah&mf Theorie der Elektriaitttt II. 8. AofL 14 



Digiiized by Google 




210 Enter Abschnitt. Feld und Bewegung einzelner Elektronen. § 24. 



der körperliche Winkel, unter dem das im Innern des Elektrons 
gelegene Segment der Kugel i vom Mittelpimkte P 

derselben gesehen wird. Es folgt aus dem Dreieck der Abb. 3 



daher 



und 

(138) 



2i2ilcosij — 7?*+ i*— a*, 



¥m — 






R 



1 - 



Dementsprechend wird 
(138a) = 



l R I 



Was den Rotationsbestandteil von tl anbelangt, der durch 
den Vektor [ut] bestimmt ist, so ist es hier notwendig, den 
von M nach einem Punkte des Segmentes § Q' gezogenen 
Radiusverkehr t in einen zum Fahrstrahl 81 paraUelen und 
einen zu ihm senkrechten Vektor zu zerlegen. Der von dem 
letzteren herrührende Anteil des Vektorpotentiales fällt bei der 
Integration über das Segment heraus; man erhält demnach 



Ist 5 der Winkel, den der nach dem betreffenden Punkte 
des Segmentes von P aus gezogene Fahrstrahl mit PM ein- 
schReßt, so ist 

(rSl) = (R — A cos g), 

daher 

y dm (rW) = 2;rR-/sin gd|:(R— A cos 5) 

0 

= 2nli jü(l — cos )j) — (1 — cos’ ?j) I . 



Mit Rücksicht auf den oben gegebenen Wert von cosij: 



cos n = 



JJ* + 1’ — a* 
■2RX 



Digilized by Googlc 




§ 24. 
wird 



Drittes Kapitel. Die Mechanik der Elektronen. 



211 



ß 



da, (,») - _ .CÜ--g- 4^-aV[ 

= ’^{a» -{B- X)* - X* + 1 • 

Nach einigen Umformungen ergiebt dies 

f im (rW) = • Q, 

wobei abkürzungsweise gesetzt ist 

^ a» + 2ü* — 21» (Ä — 1)» (3JJ-f 1) 



4iJ» 



4a*B» 



Nunmehr ist der Beitrag zum Rotationsbestandteil des 
Vektorpotentiales zu schreiben 

(138 b) <;?•[««]• 

c) Punkt außerhalb des Elektrons. Dreiecks- 
bildung aus B, X, a unmöglich. 

B o ^ X. 

In diesem Falle schneidet die um den Aufpunkt mit dem 
Radius X geschlagene Engel das Elektron nicht, sondern sie 
schließt es ein. Ein Beitrag zu den Potentialen im Aufpunkt 
wird nicht beigesteuert. 

Es sind demnach bei der Berechnung der elektromagne- 
tischen Potentiale nur die Fälle (a) und (b) heranzuziehen. 
Die Integration nach X ist auszufiihren, wenn die Bewegung 
des Elektrons bekannt ist, somit 91 und Dq, und — was aller- 
dings nur für den Rotationsbestandteil des Vektorpotentiales 
in Betracht kommt — u als Funktion von X gegeben sind. 

Die in diesem Paragraphen abgeleiteten Formeln für das 
Feld eines beliebig bewegten Elektrons sind in allgemeiner 
Weise zuerst von A. Sommerfeld*®) aufgestellt worden. Die 
auf die Translationsbewegung bezüglichen Formeln sind unab- 
hängig von P. Hertz ^®) gefunden worden, auf einem Wege, 
der im wesentlichen dem hier eingeschlagenen entspricht. 

14* 
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§ 25. Unstetige Bewegung des Elektrons. 

Wir gehen jetzt zur Behandlong des Problems über, 
welches den Gegenstand der Dissertation von P. Hertz bildet; 
Ein Elektron bewege sich bis zur Zeit t 0 gleichförmig mit 
der Geschwindigkeit öj; zu dieser Zeit soll seine Geschwindig- 
keit plötzlich auf 0, springen und weiterhin wieder nach Rich- 
tung und Betrag konstant bleiben. Welches ist das Feld des 
Elektrons und insbesondere die entsandte Wellenstrahlung? 
Diese Frage läßt sich vollständig beantworten, wenn man 
parallel und beide Geschwindigkeiten kleiner als c annimmt. 

Wir legen den Anfangspunkt des Koordinatensystemes in 
den Punkt des Raumes, der sich zur Zeit ^ = 0 mit dem 
Mittelpunkte des Elektrons deckt; die Geschwindigkeiten B^ 
und bj sollen beide der a;- Achse parallel sein. Die im Vorigen 
Paragraphen eingeführte Größe 

(139) R = 



ist die Entfernung eines beliebigen Aufpunktes von demjenigen 
Punkte, der zur Zeit t — ^ den Mittelpunkt des Elektrons bil- 
dete. Es ist 



(139 a) 



g = /3i (1 - A) für l < X, 

g - 0 „ 1 = A, 

g = ßt (l - A) „ 1 > A. 



Dabei stellen cß^ und c/3, die „alte“ und die „neue“ Ge- 
schwindigkeit vor; ihr Vorzeichen gibt an, ob die Bewegung 
parallel der positiven oder der negativen a:-Achse erfolgt. 
Durch (139, 139a) wird R als Funktion von x, y, z, ct = l 
und dem Latenswege A dargesteUt. 

Wir fassen einen Aufpimkt ins Auge, der zur Zeit t außer- 
halb des Elektrons liegt. Dieser Punkt liegt dann auch zur 

Zeitf — — außerhalb des Elektrons, wo A' den kleinsten in 

Betracht kommenden Latensweg bezeichnet; in der Tat, ver- 
folgen wir die Bewegung des Elektrons rückwärts, indem wir 
gleichzeitig die Kugel vom Aufpunkt aus mit Lichtgeschwin- 
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§ 26 . 



digkeit sich dilatieren lassen, so findet zwischen Elektron und 
Kugel zuerst äußere Berührung statt. Die Kugel überstreicht 

nun das Elektron, welches sich mit Unterlichtgeschwindigkeit 

1 " 

bewegt, nur einmal; zur Zeit t — — tritt sie aus dem Elektron 
aus; i!' ist dabei der größte in Betracht kommende Latensweg. 
Das skalare Potential im Aufpunkt ist nach (136) 



(140) 




bei Flächenladung. 



Die Integrationsgrenzen sind nach (135a, b) 

(140a) A' = 2T-a, A" = iJ" + a. 

Denn zur Zeit i — ~ lag, sahen, der Aufpunkt außer- 

halb des Elektrons; für die Bestimmung der oberen Integra- 
tionsgrenze X" ist es gleichgültig, ob er außerhalb oder inner- 
halb des Elektrons liegt. Die Integrationsgrenzen sind die 
gleichen, wenn es sich um Volumladung handelt; es liegt dann 
der Fan (b) des Torigen Paragraphen vor. Nach Gleichung (138) ist 

X" 

fl40b) ja* — (7? — A)*| bei Volumladung. 



Es sind nun drei Fälle zu unterscheiden. 

(A) 1<X'< X". 

Hier ist im ganzen Integrationsbereiche X größer als 7; es ist 
in (138) für | der erste der Werte (139a) zu setzen, mithin 

(141) R = R,^ V(x xy 

Das skalare Potential imd das Vektorpotential berechnen sich 
in diesem Falle so, als ob das Elektron seine alte Geschwin- 
digkeit 0, dauernd behielte. 

(B) 1>X" > X'. 

Hier ist im ganzen Integrationsintervalle X kleiner als 1; 
für 5 ist der letzte der Werte (139 a) zu setzen, und daher für R 

(141a) R = R, = y (x — ß^l + ßf Xy -f y* -f e*. 
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Die elektromagnetischen Potentiale entsprechen in diesem Falle 
der neuen Geschwindigkeit tij. 

(C) X'<KX". 



Hier hat man das Integrationsintenrall in zwei Teil- 
interralle zu zerlegen; im ersten, wo i' < ü < Z ist, liegt der 
dritte, im zweiten, wo Z < A < A" ist, der erste der in (139a) 
zusammengestellten Fälle vor. Demnach ist 



(141b) 






I X" 

jL 4- T— 

2oJ JZ, 2aJ Ä, 

y I 



das skalare Potential bei Flächenladung, und das Yektorpotential 



(141c) 




Bei Volumladung ist entsprechend zu verfahren. 
Es liegt nahe, eine neue Variable 
(142) Ä = A - TZ 

einzuführen. Es ist gemäß (140 a) 

h = — a für A = A', Ä = + a für A = A". 
Für k = 1, wo 1 = 0, und nach (139) 

B = r~‘ + j/» + Ä* 

wird, ist h = l — r. Setzen wir noch 

dX ~ R > 

so wird demgemäß 

+ a 

(142 a) ® = ^ ™ 

— a 

+ a 

(142 b) = -1 im FaUe (B), 

2 0,7 S, 

— a 

(142c) i„Fdle(C) 

— a l — r 
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Das gilt für Flächenladung. Bei Volumladimg folgt aus (140b) 
(142 d) 9-^, im FaU, (0). 

— a / — r 

Es ist noch S zu bestimmen. Aus (139, 139a) und (142) 
erhalten wir 

B ~ dX ~ ^ dl ” ' B 

Es ist demnach 

(143) S = R-ß(x-ßl + ßX)=^R-^(li9l) 

eine Größe, welche der in Gleichung (69a) eingeführten Größe s 
entspricht. Je nachdem man 0 gleich oder b, setzt und 9t 
gleich 8lj oder 9tj, geht S in oder 5, über. 

Aus (142) und (143) folgt 

(143a) S^Xx^-h- ß{x-ßJ), x*= 1 - /3». 

Zur Auswertung der obigen Integrale ist es erforderlich, 
8 durch x, y, z, l und h auszudrücken; wir haben zu diesem 
Zwecke noch X als Funktion jener fünf Größen zu berechnen. 
Dies geschieht mit Hilfe der aus ( 142) sich ergebenden 
quadratischen Gleichung 

{X-hf^ R^^ {x - ßl + ßxy+y^+ e\ 

aus der man für den Ausdruck (143a) erhält 

(143 b) S = Yix -ßl + ßhf + ; 



wir haben die positive Wurzel genommen, weil aus (143) folgt, 
daß bei Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit S stets eine 
positive Größe ist. 

Die Integrale (142 a, b) lassen sich nunmehr auswerten. 
Wir erhalten im Falle (A) für Flächenladung 



(144) «D 






Man überzeugt sich leicht davon, daß dieser Ausdruck für 
das skalare Potential eines gleichförmig bewegten Elektrons 



>■ 
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mit dem aaf ganz anderem Wege in ill2e,g^ erhaltenen 
Qbereinstimmt; ee steht hier x — ß^l, statt wie dort x, weil 
hier ein im Kanme festes, dort ein mit dem Elektron mit- 
bewegtes Bezugssystem zugrunde gelegt wird. Seiner Ab- 
leitung gemäß gilt der Ausdruck (144) für das skalare Potential 
im Falle (A) außerhalb des flächenbaft geladenen Elektrons. 
Im Falle (B) tritt nur an die Stelle von ß^. Herrscht im 
Falle ( A) das „alte‘‘, der Geschwindigkeit entsprechende 
Feld, so herrscht im Falle (B) das „neue“ Feld, welches einer 
gleichförmigen Bewegung mit der Geschwindigkeit Bj entspricht. 

Die beiden Gebiete, in denen das Feld sich durch die 
stationäre Bewegung des Elektrons vor oder nach der un- 
stetigen Änderung seiner Geschwindigkeit bestimmt, werden 
offenbar durch eine Wellenzone voneinander getrennt sein, 
welche durch den Geschwindigkeitssprung hervorgerufen worden 
ist. Das Gebiet der Welle ist eben dasjenige, in dem der 
Fall (C) statthat. Es ist hier 

^'<l< A", 

daher 

— o<i — r<-|-o; 

denn es waren — o, 1 — r, -f o die Werte von h, welche sich 
den Werten Jl’, l, A" von A zuordneten, imd es ändern sich, 
da ja jSi und R stets positiv sind, A und h stets in demselben 
Sinne. Bei l — r = — a, wo (142c) in (142 b) übergeht, liegt 
die Grenze der Wellenzone gegen das neue Feld: bei l — r = — a, 
wo (142c) in (142a) übergeht, geht die Wellenzone in das 
alte Feld über. Man hat demnach 

für r > I o das alte Feld, 

für Z-|-a>r>Z — a die Wellenzone, 

für r <,1 — a das neue Feld. 

Die beim Geschwindigkeitssprunge erregte Welle 
besitzt eine Breite, welche dem Durchmesser 2a des 
Elektrons gleich ist. Sie pflanzt sich von der Sprung- 
stelle des Elektrons aus mit Lichtgeschwindigkeit 
fort; außerhalb des äußeren Randes der Wellenzone 



Digilized by Googlc 




§ 26. Drittes Kapitel. Die Mechanik der Elektronen. 217 

herrscht das alte, innerhalb des inneren Randes das 
neue Feld. 

Unsere Entwickelungen beziehen sich auf einen Aufpunkt, 
welcher außerhalb des Elektrons hegt. Wenn wir zur Be- 
stimmung des in der Wellenzone herrschenden Feldes die 
Ausdrücke (142 c, d) heranziehen, so setzen wir dabei still- 
schweigend voraus, daß die Wellenzone über das Elektron 
bereits hinweggestrichen ist. Da die größte Entfernung eines 
dem Elektron angehörenden Punktes vom Koordinatenursprung 
gleich 

ist, so muß 

I /3j I Z -f a < i — a 

sein, damit das Elektron sich ganz im neuen Felde befinde. 
Es muß also sein: 

(145) 1>1*, = 

Dann hat die WeUenzone sich vom Elektron losgelöst und das 
elektromagnetische Feld der Welle wird durch (142 c) im Falle 
der F^henladung, durch (142d) im Falle der Volumladung 
gegeben. 

Wir wollen die Feldstärken der Wellenzone unter der 
Annahme bestimmen, daß die Entfernung derselben von der 
Sprungstelle des Elektrons bereits groß gegen den Radius des 
Elektrons geworden ist. Alsdann braucht man bei der Diffe- 
rentiation der Potentialausdrücke (142c, d) nach der Zeit und 
nach den Koordinaten nur diejenigen Terme zu berücksichtigen, 
welche durch die Differentiation der Integralgrenze (I — r) 
entstehen; die übrigen Terme verschwinden gegen diese in 
dem Maße, wie die Entfernung vom Koordinatenursprung zu- 
nimmt. Es wird 

9$ c# e e 

dl dr ias^ 2as, 

3 JI gH ^ ^ Flächenladung. 

dl dr 2as, 2as, 



(146) 
(146 a) 
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Hier sind unter s,, s, die Werte zu verstehen, welche die 
Größen und 5, annehnien, wenn h — l — r gesetzt wird; 
wir wissen nun, daß diesem Werte von h der Wert i von l 
und der Wert r von R sich zuordnet; es ist nach (143) 

(146b) s, = r(l — /3j cos qp), = r(l — /3, cos q?), 

wo q> den Winkel anzeigt, den der vom Koordinatenursprung 
aus gezogene Fahrstrahl r mit der x- Achse einschließt. Wir 
erhalten demnach 



(146c) 

(146d) 



3® ^ ft)co8qp 

dr 2ar(l — /J, cos qp) ■ (1 — cosqp) 



dr 2or(l — cos qp) • (1 — cosqp) 



bei 

Flächen- 

ladnng. 



Die beiden anderen Komponenten des Vektorpotentiales 
sowie die Differentialquotienten von und nach Richtungen, 
welche zum Radiusvektor r senkrecht sind, verschwinden. 

Man überzeugt sich demgemäß leicht davon, daß die durch 
(28) und (29) bestimmten Vektoren 

^ = curl« 



beide senkrecht zum Radiusvektor t gerichtet sind; der elek- 
trische Vektor liegt in der durch die x-Achse gelegten Ebene 
der magnetische weist senkrecht zu dieser Ebene. Die Beträge 
der beiden Vektoren sind, bei Flächenladung, 

(146e) I 8 1 - I g I - cö.-»- 



Das flächenhaft geladene Elektron erzeugt bei 
dem Geschwindigkeitssprunge eine Welle, längs deren 
Breite (2a) die Feldstärken konstant sind; an den 
Rändern sind die Feldstärken unstetig. 

Im Falle der Volumladung ist die Betrachtung in ganz 
entsprechender Weise durchzuführen. Aue (142d) folgt 

^ _ Üf. — r )* 3e a* — (l — r)* 

^ ^ dl dr 4a’ .s, 4«’ s, ’ 
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und es werden die Beträge der Feldstärken 
I = I fi = — . — ßt I «n <p {g* 

I I® 4(1® r(l — ßj COB (p) ■ (1 



(147 a) 



g-r)M 
ß, cos 7) 



Das gleichförmig über sein Volumen geladene Elek- 
tron erzeugt bei seinem Geschwindigkeitssprunge eine 
Welle, in der von der Mitte (l = r) die Feldstärken 
stetig gegen die Ränder (i — r = ± a) hin abnehmen. 
An den Rändern sind die Feldstärken Null, sie gehen demnach 
stetig in die Feldstärken der stationären Felder über, die in 
den betrachteten Entfernungen vom Elektron gleichfalls ver- 
schwinden. 

Vertauscht man die Reihenfolge der beiden Geschwindig- 
keiten H| und tt}, indem man jetzt annimmt, daß die Ge- 
schwindigkeit, statt von üj auf dg, von dg auf dj springt, so 
kehren die DiflFerentialquotienten (146, 146a, 147) der elektro- 
magnetischen Potentiale das Zeichen um. Es wechseln mithin 
die Feldstärken die Richtung, ohne jedoch ihren Betrag zu 
ändern. Die Dichten der Energie und der Bewegungsgröße 
in der Wellenzone bleiben bei dieser Vertauschung der Ge- 
schwindigkeiten d, und dg ungeändert. Hieraus folgt das von 
P. Hertz aufgestellte „Vertauschungsgesetz“: Vertauscht 
man die Reihenfolge der bei dem Geschwindigkeits- 
sprunge in Betracht kommenden Geschwindigkeiten 
d, und dg, BO bleibt die ausgestrahlte Energie und der 
ausgestrahlte Impuls ungeändert. 

Wir könnten die Energie IFjg und den Impuls @ig, der 
bei dem Geschwindigkeitssprunge ausgestrahlt wird, durch 
Integration über die ganze Wellenzone auf Grund der Formeln 
(146e) und (147a) berechnen. Indessen läßt sich gerade auf 
das Vertauschungsgesetz eine einfachere Methode der Berech- 
nung gründen’®). 

Wir denken uns zunächst ein Elektron, das vorher mit 
der Geschwindigkeit b, gleichförmig bewegt war, plötzlich 
gehemmt. Es wird dann eine WeUe von der Breite 2a in 
den Raum hinaussenden; nach der Auffassung J. J. Thomsons®’) 
würde dieses die Art sein, wie beim Aufprall der Kathoden- 
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strahlen auf die Antikathode die Röntgenstrahlen entstehen. 
Es sei nun die Energie des gleichförmig bewegten Elek- 
trons. Nach der plötzlichen Hemmung kann sich die gesamte 
Energie des Feldes nicht ändern, da ja die elektromagnetische 
Kraft an dem ruhenden Elektron keine Arbeit leistet. Wartet 
man so lange, bis die Entfernung der Wellenzone vom Elek- 
tron groß gegen den Radius des Elektrons geworden ist, so 
ist die Feldenergie gleich der Summe aus der elektrostatischen 
Energie Wj des Elektrons und der in der Wellenzone ent- 
haltenen Energie Wi^. Es ist 

(148) 

d. h. die ausgestrahlte Energie ist gleich dem Über- 
schüsse der Energie des bewegten Elektrons über die- 
jenige des ruhenden. Im Falle der Flächenladung folgt 
aus (113 b) 

(148.) 

ein Ausdruck, der im Falle der Volumladung mit % zu multi- 
plizieren ist. 

Betrachten wir jetzt den umgekehrten Fall, daß das Elek- 
tron plötzlich in Bewegung gesetzt wird. Es ist das ein Vor- 
gang, der möglicherweise bei der Emission der Radiumstrahlen 
angenähert realisiert ist. Dieser Fall geht durch Vertauschung 
der Geschwindigkeiten 0 und üj aus dem soeben erledigten 
hervor. Es folgt demnach aus dem Vertauschungsgesetz 

(148 b) 1 K„ _ ir. - IK. - ^ I ■ 1 « _ 2 1 

für die Energie der ausgesandten Wellenstrahlung. Wir sehen 
also: Wird ein Elektron plötzlich in Bewegung ge- 
setzt, so ist die Energie der entsandten Wellen- 
strahlung gleich dem Überschüsse der vom Elektron 
mitgeführten Energie über seine elektrostatische 
Energie. 

Wir wenden uns jetzt dem allgemeinen Falle eines be- 
liebigen Geschwindigkeitssprunges zu, indem wir von der für 



V 
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unser starres Elektron allgemein gültigen Relation (97) aus- 
gehen. Da Rotationen hier nicht angenommen werden, so ist 




die Aussage jener aus dem Energiesatz und dem Impulssatz 
abgeleiteten Beziehung. Wir integrieren von der Zeit t — 0 
des Sprunges bis zu einer Zeit t, zu der die Welle sich bereits 
weit von dem Elektron entfernt hat. Es wird, da ja in diesem 
Zeitintervall die Geschwindigkeit konstant gleich b, sein soll. 



/ I 




0 0 



Zur Zeit t-=0 waren W^, @i Energie und Impuls des Feldes, 
zur Zeit t sind die Gesamtwerte von Energie und Impuls 
Wi W,j und @5 + @j,. 

Es ist somit 

(149) W,- Wi = b,. 

Nach dem Vertauschungsgesetz ist nun für den um- 
gekehrten Fall eines Sprunges von bg auf bj 

Es folgt also durch Vertauschung von b, und bg aus (149) 
(149a) W,g-|- Wi- Wg = b,- 

In dem Falle, wo b, und bg parallel sind, kann man aus 
(149) und (149a) die ausgestrahlte Energie und die ausgestrahlte 
Bewegungsgröße berechnen. Nach Symmetrie sind hier die 
Vektoren ®jg, @i, ®g den genannten Vektoren parallel; wir 
verstehen unter öjg, G^, Gg ihre Beträge, mit positivem oder 
negativem Vorzeichen versehen, je nachdem die Vektoren in 
Richtung der a: -Achse oder in die entgegengesetzte Richtung 
weisen. 

Aus den Gleichungen 

W,g +w,-w, = cß, { G,g + Gg - GJ 
W,- Wg = c^. {G,g-h Gj-Gg) 
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folgt durch Elimination von W^^ oder G,, 



(149b) 
(149 c) 






ß, + ßx 
ß, - ft 



(ö,- öl) 



^l) ^^ßlßt 



G,^G^ 
ft-ft ■ 



Es bestimmen sich also die Energie und Be- 
wegungsgröße, welche bei einem ohne Richtungs- 
änderung stattfindenden Geschwindigkeitssprunge 
ausgestrahlt werden, aus den in (113a, b) angegebenen 
Werten für die Energie und die Bewegungsgröße 
eines gleichförmig bewegten Elektrons. 

Durch Einführung dieser Werte folgt für die aus- 
gestrahlte Energie der allgemein gültige Ausdruck: 



(149 d) = 



<■’ I /I - ft ft 
2aUft-ft 






r+ 






Derselbe geht, für ß^=0, in (148b) über. Aus (149b) 
folgt als Wert der ausgestrahlten Bewegungsgröße bei 
plötzlicher Hemmung oder plötzlicher Fortschleude- 

(r f, 2(Tr.-TT,) ^ 

öoi=öio= —öl- 

Da nun, nach (103), 

cß,G,^2T, 

ist, und 

W,- Wo“ U,+ T,~ U„ 



so wird (vgl. 113 c) 
(149e) = 



e* 

2acß^ 



3 - ft 
iß 




Im Falle der Volumladung sind die Ausdrücke (149 d,e), 
wie die für W^, IVj, G,, Gj geltenden, mit dem Faktor 6/5 
zu multiplizieren. 

Bei instantaner Reflexion, wo 

ß. = -ßu G*=-Gj, W,= W, 

zu setzen ist, erhält man aus (149 c) 

(149f) W„= 2c/3,Gi = 4Ti 
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und aus (149 b) 

(149g) G„=0. 

Im Falle instantaner Reflexion ist der aus- 
gestrahlte Impuls gleich Null. Die ausgestrahlte 
Energie ist gleich der vierfachen magnetischen Energie 
des gleichförmig bewegten Elektrons. 

Man kann von vornherein zweifeln, ob ein plötzlicher 
Geschwindigkeitssprung überhaupt durch endliche Kräfte zu 
verwirklichen ist. Auch diese Frage ist von P. Hertz ^®) in Unter- 
suchung gezogen worden; es hat sich ergeben, daß die resul- 
tierende äußere Kraft ft", welche erforderlich ist, um das 
Elektron, von der Ruhe aus, plötzlich auf die Geschwindig- 
keit bj zu bringen und in dieser zu halten, für |bi|^c in 
jedem Momente eine endliche ist. Diese Kraft ist nicht, wie 
die Stoßkraft der gewöhnlichen Mechanik, eine unendliche 
Kraft, welche nur im Augenblick des Stoßes wirkt, sondern 
sie verteilt sich über das Zeitintervall 0 ^ < < <*, wo <* der 
Zeitpunkt ist, wo das Elektron gerade aus der WeUenzone 
heraustritt. Diesen Zeitpunkt haben wir in (145) berechnet; 
er ist 

(150) 

wenn 

B = d, für < > 0. 

Daß die über jenes Intervall erstreckten Zeitintegrale der 
Kraft ft“ und der Arbeitsleistung dft“ endlich sind, folgt ohne 
weiteres aus den obigen Resultaten. Von der Zeit an ist 
das Elektron von dem stationären, der gleichförmigen Bewegung 
entsprechenden Felde umgeben, so daß zur Aufrechterhaltung 
der Bewegung keine Kraft mehr erforderlich ist. Von jetzt 
an sind Energie und Bewegungsgröße des Feldes konstant; sie 
haben die Werte 

bzw. @1-1- @01, 

welche sich nach einiger Zeit in dem Felde des gleichförmig 
bewegten Elektrons und in der entsandten Welle vorfinden. 
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Es folgt demnach, mit Rücksicht auf (148 b) 

(150«) W,,+ W,- W, 

Die gesamte Arbeit bei plötzlicher Fortschlen- 
derung ist doppelt so groß, als wenn die Geschwindig- 
keit #j auf quasistationäre Weise erreicht worden wäre. 

Da in dem Zeitintervalle 0 < < < <* die Geschwindigkeit B 
konstant gleich 0, ist, so ist das Zeitintegral der änßeren Kraft 
dem Betrage nach gleich dem durch die Geschwindigkeit ge- 
teilten Zeitintegral der Arbeit: 

J Wo), 

0 

mithin 

( 160 b) 

Der Impuls und die Arbeit der äußeren Kraft haben beide 
einen endlichen Wert, wofern die Geschwindigkeit, die hervor- 
gerufen wird, kleiner als die Lichtgeschwindigkeit ist. 

Geht man nun zur Grenze der Lichtgeschwindigkeit über, 
so werden allerdings, den Gleichungen (150a, b) zufolge, die 
Zeitintegrale der Kraft und der Arbeit beide unendlich. Es 
ist aber zu beachten, daß dabei nach (150) die obere Grenze 
der Integrale, d. h. die Zeit, zu der die Welle das Elektron 
überstrichen hat, ins Unendliche wächst. Und hierdurch allein 
wird das Unendlichwerden der Zeitintegrale bedingt, wie P. Hertz 
gezeigt hat. Zu jeder endlichen Zeit nach dem Stoße 
bleiben auch bei Erreichung der Lichtgeschwindigkeit 
die Kraft, der Impuls und die Energie endlich. 

Unsere Dynamik des Elektrons schließt also keineswegs 
die Möglichkeit aus, daß in der Natur mit Lichtgeschwindig- 
keit bewegte Elektronen Vorkommen, sei es, daß wir die An- 
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§ 26. 



nähme der Flächenladung oder diejenige der Volumladung be- 
vorzugen. Freilich liegen in diesem singulären Falle sehr 
verwickelte Verhältnisse vor. Da das Elektron sich mit derselben 
Geschwindigkeit bewegt wie die Wellen, die es bei Erreichung 
seiner Geschwindigkeit entsandt hat, so kann man hier die 
WeUenstrahlung von der Konvektionsstrahlung nicht sondern. 
Man muß beide gemeinsam betrachten und die Energie und 
die Bewegungsgröße des gesamten Feldes in Bechnung ziehen. — 
Auf den Fall der Überlichtgeschwindigkeit kommen wir weiter 
unten in § 27 zurück. 



§ 26. Die innere Kraft eines beliebig bewegten Blektrons. 

Wir haben in § 24 die elektromagnetische Potentiale 
eines beliebig bewegten kugelförmigen Elektrons durch Integrale 
nach dem Latenswege dargestellt. Der direkteste Weg zur 
Berechnung der inneren Kräfte wäre der, aus jenen Formeln 
das Feld und den Vektor ^ zu bestimmen, und durch Inte- 
gration über das Volumen des Elektrons die innere Kraft und 
Drehkraft zu ermitteln. Es ist A. Sommerfeld^®) gelungen, die 
Schwierigkeiten, die sich der Beschreitung dieses Weges ent- 
gegenstellen, zu überwinden. 

Die Verknüpfung des durch die Grundgleichung (V) ge- 
gebenen Vektors elektromagnetischen Kraft pro Einheit 

der Ladung, mit den elektromagnetischen Potentialen ist leicht 
zu finden. Nach (28) und (29) ist 

5 = g -I- 1 [ü §] = - V ^ -h -i [ü curl «J. 



Führen wir ein Bezugsystem ein, welches die trans- 
latorische Bewegung des Elektrons mitmacht, so ist nach Bd. 1, 
GL 116, S. 116: 



die von diesem Bezugsystem aus beurteilte zeitliche Änderung 
des Vektors Ä. Da dj, die Geschwindigkeit des Mittelpunktes 
des Elektrons, vom Orte überhaupt nicht abhängt, so folgt 
aus Regel (v) der Formelzusammenstellung in Bd. I, S. 453 

V(do«) = (doV)«-f-[OoCurl«]. 

Abrftham, Theorio dor KlektrixitUt. H. 2. Aufl. 15 



V 
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Es ist demnach 

7t -V(Bo«) + [BoCurl«]. 

Führen wir dieses in den Ausdruck des Vektors § 
und setzen an Stelle von t wieder die Variable l = ct, so er- 
halten wir unter Beachtung der kinematischen Grund- 
gleichimg (VII): 

(151) 5 „ _ V »jr _ + 1 [[ur] curl «] 

Der hier auftretende Skalar 

(151a) ;(».,«) 

geht bei gleichförmiger Translationsbewegung in das Kon- 
vektionspotential über, als dessen negativer Gradient sich bei 
einer solchen Bewegung der Vektor 5 darstellt. 

Wir wollen uns mit einer beliebigen rotationslosen 
Bewegung des Elektrons beschäftigen. Hier ergibt (151) 

(151b) = _ 

Im Falle gleichförmiger Volumladung bestimmt sich 
hieraus die innere Kraft 

(152) « = 44«/»^" 

folgendermaßen: 

,152a) + 

Im Falle der Flächenladung muß man bei der Berechnung 
der inneren Kraft vorsichtiger zu Werke gehen; es sind nämlich 
die räumlichen und zeitlichen Differentialquotienten der Poten- 
tiale an der geladenen Mäche nicht stetig. Man berechnet 
daher zunächst die Kraft, welche das Elektron auf eine ge- 
ladene Kugel vom Radius b^a ausübt, und geht erst nach 
Auswertung dieser Kraft zur Grenze b = a über. Diese Ab- 
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leituDg der inneren Kraft eines flächenhaft geladenen 
Elektrons 

(152b) « = 

führt zu dem Ausdrucke 

(152c) -g-Y^m^f,fdf{v>P+g]. 

Wie wir wissen (vgl. § 24), lassen sich die elektro- 
magnetischen Potentiale des Elektrons durch einfache, nach 
dem Latenswege genommene Integrale darstellen. Wir wollen 
schreiben 

(153) O^efxdX. 

0 

Dann wird, bei reiner Translationsbewegung, 

(153a) 

ü 

und gemäß (151a), 

(153b) W=efz{l-^^]dL 

0 

Diese Ausdrücke sollen nun in (152a, c) eingeführt werden, 
und es soll die Integration über das Volumen «, bzw. die 
Fläche f vorgenommen werden. Es seien Xi bzw. die Werte, 
welche der in (153) auftretenden Größe x im Falle der Flächen- 
ladung bzw. der Volumladung zuzuschreiben sind. Wir setzen dann 

(153 c) = 

(153d) = 

Diese Mittelwerte von x m (152 a, c) einführend, erhalten 
wir im Falle der Flächenladung 

«e ® 

(154) - f.- « = LimJ </ a}i - — + Lim , 

““ 0 0 

15* 
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hingegen im Falle der Volum Ladung 

1 a /• 

u 0 

Hierbei Terstehen wir unter I den Fahrstrahl, der Ton 
irgendeinem im Raume festen Punkte nach dem Mittelpunkte 

des Elektrons in seiner zur Zeit t = ^ eingenommenen Lage 

gezogen ist. Den in (154) und (154a) eingehenden Gradienten 
von X erhält man, indem man die durch Vj- angedeutete Ver- 
rückung des Mittelpunktes vomimmt tmd dabei l und X kon- 
stant hält. 

Um diese Ausdrücke der resultierenden inneren Kraft aus- 
zuwerten, ist die in (153) eingehende Funktion % ^ nach 

den Angaben des § 24 zu berechnen, und es sind die durch 
(153 c, d) angedeuteten Integrationen über die Ausdehnung des 
Elektrons auszuführen. Es kommen dabei nur solche Werte 
von X in Betracht, für welche die um den betreffenden Auf- 
punkt gelegte Kugel vom Radius X das Elektron in seiner zur 

Zeit eingenommenen Lage schneidet. Im Falle der Flächen- 
ladung ist die Bedingung hierfür die in (135) angegebene: Es 
muß eine Dreiecksbildung aus den drei Strecken ü, X, a möglich 
sein. Nach (136) ist dann die in (153) eingeführte Größe x 

gleich sie ist gleich Null, wenn keine Dreiecksbildung 

aus jenen drei Strecken möglich ist. Nun kann ein und derselbe 
Aufpimkt für die früheren Lagen des Elektrons bald ein innerer 
und bald ein äußerer sein, so daß die Grenzen, innerhalb deren 
X von Null verschieden ist, durch (135b) bzw. durch (135a) 
gegeben werden. Auch sind alle zur Zeit t vom Elektron be- 
deckten Aufpunkte in Betracht zu ziehen. Hiernach wären zur 
Bestimmung von ^ bereits bei Flächenladung sehr umständliche 
FaUunterscheidungen notwendig; unter Annahme von Volum- 
ladung wären dieselben noch zahlreicher. 

Diese Fallunterscheidungen vermeidet nun Sommerfeld 
durch einen Kunstgriff; er stellt die verschiedenen Werte- 



(154a) 






dAjl 






Vr 
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möglichkeiten von % durch einen einheitlichen analytischen 
Ausdruck dar, nach Art des Dirichletschen diskontinuierlichen 
Faktors. Bekanntlich*) ist 

^ äin sa: y = ± ^ für a: ^ 0. 

0 

Betrachten wir jetzt das Produkt 
4 sin sa ■ sin sjR • sin sA = sin s (o + jR — ^) + sin s(a — + A) 

— sin s (a + 2? + ^) — sin s(a — ü — A). 
Von den vier Größen 

o -j- Ji — A, d — 2J-j-A, — d — jR — A, — 

sind drei positiv und nur eine ist negativ, falls Dreiecks- 
bildung aus den drei Strecken a, B, A möglich ist; ist hin- 
gegen die Dreiecksbildung nicht möglich, weil eine der drei 
Strecken größer ist als die Summe der beiden anderen, so 
sind von den vier Größen zwei positiv xmd zwei negativ. Das 
Integral 

0 

ist mithin gleich j oder gleich Null, je nachdem eine Dreiecks- 
bildung möglich ist oder nicht. Wir können daher im Falle 
der Flächenladung die Größe x durch dieses Integral aus- 
drücken: 

X 

2 / . . , sinsJ? ds 

(155) = ^ / Sin Sd . sin sA • • y , 

0 

so daß das skalare Potential (153) wird 

«0 cc 

/ICC \ ^ 2e / . . , rinsBds 

(155a) = — I aA I sm sa sm sA — g— — * 

0 0 

Was den Fall der Volnmladung anbelangt, so können wir 
ihn leicht auf denjenigen der Flächenladung zurückführen, 

*) Vgl. Riemann-Weber. Die part. Diffgl. d. math. Phys. I, § 18, 8. 29. 



sin sd ■ sin sB • sin sA • — 

s 
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indem wir die Kugel vom Radius a in Kugelschichten zer- 
legen, Tom Radius r, von der Dicke dr und der Ladung 

— ^r^dr. Schreiben wir in (155a) statt a jetzt r, 

statt e jetzt ^r^dr, so entsteht durch Integration nach r das 

skalare Potential des gleichförmig über sein Volumen ge- 
ladenen Elektrons: 

00 00 a 

A r r • . sin sB ds f , 

= — , / ^ 7 t sinsror. 

0 0 0 



Da nun gilt 



/- 



r sin sr dr 



smsa — sacossa 



so wird im Falle der Volumladung 

30 00 

rri N /* ■ , sin sB f sin SO — socossolds 

(155b) 

0 0 



In diesem Falle ist der Größe % der Wert zuzuschreiben 
00 

, 6 /* ■ .sinsBfsinso — socossoids 

(155c) = - ^„y. jT' 

In den drei in § 24 unterschiedenen Lagen des Auf- 
Punktes muß e%^dk die Werte (137), (138) und Null an- 
nehmen. Die gefundenen einheitlichen analytischen Ausdrücke 
gestatten es, ohne weiteres die zur Berechnung der Mittel- 
werte ^j, X, erforderlichen Integrationen über die Oberfläche 
bzw. über das Volumen des Elektrons auszuführen. 

Wir verstehen unter N (Abb. 4) den Ort des Mittel- 
punktes des Elektrons zur Zeit t, unter M seinen Ort zur Zeit 

t — — • üni N schlagen wir eine Kugel mit dem Radius h. 

Über diese Kugel ist zu integrieren, um den durch (153c) 
definierten Mittelwert zu berechnen. Es sollte 21 der von 
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einem beliebig gewählten, aber dann festgehaltenen Raum- 
punkte aus nach N gezogene Fahrstrahl sein. Wir wählen M 
als diesen festen Punkt, so daß T, 
der Betr ^^5 von %, durch die 
Strecke M N vorgesteUt wird. 
jR bezeichnet nach wie vor den 
Radiusvektor, der von M aus 
nach dem Punkte gezogen ist, 
für welchen bzw. % berechnet 
werden soll; das ist hier ein Punkt P auf der Oberfläche der 
. Kugel vom Radius h. Ist endlich g der Winkel, welcher in dem 
Dreieck aus den Strecken P, T, b, der Seite B gegenüberliegt, 
so gUt 26 P cos g = T* + 6*- P» 

Schreitet man längs der Kugelfläche fort, so sind T und b 
konstant zu halten; es folgt 

bT sin gdg = RdR. 




Demnach ist der Flächeninhalt eines von zwei Breiten- 
kreisen 5 und g -[- d? begrenzten Streifens 



df = 2nb* sin gdg = 



2abBdB 

r 



Da nun längs eines solchen Streifens nach (155) die Größe 
Xi konstant ist, so können wir für den Mittelwert (153 c) 
schreiben; r+6 

(156) 

\T-b\ 

Diese Grenzbestimmung gilt sowohl dann, wenn M inner- 
halb wie auclj dann, wenn M außerhalb der Kugel vom 
Radius b liegt. Aus (155) und (156) folgt jetzt 

1 r . . ,ds 

= sins-l-, 

0 

wenn abkürzungsweise gesetzt wird 
r+6 

ft ==^ dB sin sP = y I cos s (P — 6) — cos s (P -b 6) | ; 

\T-b\ 
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es findet sich 






— ■ Bin sT ■ sinsi» 
s 



> 



so daß man schließlich erhält 
f 

. _ 2 / . . , sin«r . , ds 

(156a I I Sin SO smso j, sinsA^, • 

0 



Für unser kugelförmiges Elektron läßt sich auch im Falle 
der Volumladung die durch (153d) postulierte Mittelwerts- 
hildung ohne Schwierigkeit durchführen. In dem Ausdruck 

(155c) von X, ist es nur der Faktor des Integranden, 



der für die Terschiedenen Punkte des Elektrons einen ver- 
schiedenen Wert hat. Der Mittelwert dieses Faktors berechnet 
sich nun für das Volumen der Kugel in ganz ähnlicher Weise 
wie oben für die Kugelfiäche. Es ist 



3 



4*aJ rrfr . JsinsürfB 

0 ir-r| 



eins T 
sT~ 



a 



• j sin sr • rdr 
0 



3 sinsT rsinsa — sacossa 

a sT I (so)* 



Demnach erhalten wir 



_ 18 / . . ainsT (sinsa — «acosso^’ds 

(10b b) = J sin SA 



T V 



(so)* 



I s’ 



Indem wir die so erhaltenen Mittelwerte (156 a, b) von x in 
die allgemeinen Ansätze (154) und (154a) für die innere Kraft 
*einführen, gelangen wir zu den Sommerfeldschen Kraft- 
ausdrücken: 

( 157 ) 

= Lim y y rfA 1 1 (■^— ) 



+ 



/ « 

2 / T sin SO sin s6 sin sA 
'"V 



ein sT 

f~ ■ 
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§ 26 . 
(157 a) 



18 e* 



00 oc 

/ i, 2 i^dsleinsa — sacossal^ . , d /BinsT\ 

M< 1 ™*'*8r(~) 






dsiBinsa — sacossa)^ . 



(*«)’ 



t sin^A 



sinsT 

~T~ 



Diese Formeln stellen die vom kugelförmigen, rein 
translatorisch bewegten Elektron auf sich selbst aus- 
geübte Kraft im Falle homogener Flächenladung und 
homogener Volumladung in allgemeinster Weise dar. 

In Seiner Mitteilung in den Göttinger Nachrichten hat 
Sommerfeld die Integrationen nach s ausgeführt; dabei gelangt 
der in § 17 erwähnte Umstand zur analytischen Formulierung, 
daß die innere Kraft durch die Bewegung des Elektrons in 
einem endlichen, dem betrachteten Zeitpunkte unmittelbar voran- 
gegangenen Intervalle bestimmt ist, wenigstens dann, wenn 
die Bewegung dauernd mit Unterlichtgeschwindigkeit oder mit 
Überlichtgeschwindigkeit erfolgt ist. Ausnahmefälle treten d ann 
ein, wenn das Elektron sich zuerst mit Überlichtgeschwindig- 
keit und dann mit Unterlichtgeschwindigkeit bewegt oder gar 
die Richtung umkehrt; dann können offenbar Wellen, die vom 
Elektron selbst in einer längst vergangenen Epoche entsandt 
worden sind, eine Kraft auf dasselbe ausüben. Alle denkbaren 
FäUe werden durch die obigen Formeln in einen einheitlichen 
analytischen Ausdruck zusammengefaßt, so daß die Ermittelung 
der inneren Kraft für eine gegebene Bewegung nur noch eine 
Sache der Rechnung ist. 

Sommerfeld hat auch die Drehkraft und die Rotations- 
bewegung in entsprechender Weise behandelt. Von größerem 
Interesse ist jedoch die Anwendung auf translatorische Be- 
wegung mit Überlichtgeschwindigkeit, der wir uns jetzt zu- 
wenden wollen. 
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§ 27. Gleichförmige Bewegung mit Überlichtgeschwindigkeit 
Bei gleichförmiger geradliniger Bewegung wird 
Ö, = »>,_;= c/3, T=ßk. 

In den Ausdrücken (157) und (157 a) für die innere Kraft 
fallen die Differentialquotienten nach l fort. Die Differentiationen 
nach T können durch solche nach l ersetzt werden, so daß 
nach Umkehr der Integrationsordnung für die der Bewegung 
parallel gerechnete Innere Kraft bei Flächenladung folgt 



(158) 



“ft 



i-p* 




sin 5a sin5& / dl sinsl. 



’ß 



dl 




und bei Volumladung 
(158 a) 



na* 

Tsl* 



ft 



i-ß* 
- ßi - 



00 




Bin 8 a 



— 8aco88a 
(sa)’ 




sinsA 



d 

81 




Das nach l genommene Integral läßt sich auswerten; es 
ergibt die partielle Integration 

J dl sin sl gj ) = — sj dl cos s A 
0 0 




Da nun 






8ixi{ß — 1) I 

“ i I 



oo 




8in((J + 1) sl 
l 



0 

SO erhält man 



n 

Y’ 



00 

u 



(158b) 




für ^ < 1 
für ß>l. 
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Für /3 < 1 ist die innere Kraft Null, sowohl im Falle der 
Flächenladung wie im Falle der Volumladung. Es folgt das 
uns bereits bekannte Resultat: Die gleichförmige gerad- 
linige Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit ist 
eine kräftefreie Bewegung des Elektrons. 

Für ^>1 hingegen folgt aus (158) und (158b) für den 
Fall der Flächenladung 

00 

(158c) — Ä = ^ sin sa sins6 . 

0 

Um das Integral nach s auszuwerten, teilen wir das 
Integrationsintervall in zwei Teile, 0 < s < f und £ < s < oo 
Es wird 




Für die Differenz der beiden letzten Integrale folgt, nach 
Einführung der Variabein = 1 6 — a ] s bzw. p = (b a) s, 

00 00 c (6 + a) 

1 r dp I r dp 1 r dp 

jJ oosp-- -J eoBp- = -J cosp- 



• |6-o| 

• (£ + a) 



t(b + a) 
t{b + a) 



t ((> + a) 






« I ft — a I « I 6 — a I 

Durch Summation folgt 



« I £-a I 



sinsa sinsft = — In sin sa sin sb 



i(b + a) 

- p^sin*f 

J P 2 

• |6-o| 



Diesem Ausdrucke proportional ist die Kraft, welche das 
flächenhaft geladene Elektron auf eine mitbewegte konzentrische. 
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mit derselben Ladung versehene Kugelfläche vom Radius b aas- 
übt. Indem wir die ganz beliebig zu wählende Größe s gegen 
Null konvergieren lassen, erhalten wir als Wert dieser Kraft 

(158d) für b^a. 



Die Kraft, welche die Kugel a auf die konzentrische Kugel h 
und umgekehrt auch die Kugel b auf die Kugel a hei gemeinsamer 
gleichförmiger Translation mit Überlichtgeschwindigkeit ausübt, 
wirkt stets der Bewegung entgegen. Ihr Betrag ist ein end- 
licher, falls die Radien der beiden Kugeln verschieden sind. 
Führt man indessen den Grenzübergang zum Falle zweier 
Kugeln von gleichem Radius aus, um die innere Kraft des 
flächenhaft geladenen Elektrons zu berechnen, so findet man, 
daß die Kraft logarithmisch unendlich wird. Man schheßt 
hieraus: Die gleichförmige Bewegung eines flächen- 
haft geladenen kugelförmigen Elektrons mit Über- 
lichtgeschwindigkeit erfordert eine unendliche Kraft; 
sie ist somit physikalisch unmöglich. 

Zum Falle der Volumladung übergehend, erhalten wir 
aus (158 a, b) ^ 



«• 

9e> 






ß' 



■fi 



ds rsinsa — sacoBsa)^ 



(sa)‘ 



1 



Für das hier auftretende Integral nach s erhält man, nach 
Einfühnmg der Variabein p = as, durch einige Umformungen 




( (8in|) — p cosp)* ] ® 
l i~p* Jo 



+ i/j «.p(.i.p-pco.p) - - jM 
0 

Xi 

+ 1 ^cos^) sinjj —p coB^p + p sin*^j 

0 



1 ü, /I 8in2/j cos2p\ 1 1 

p 2p Jo""T‘ 



I 
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Daher wird schließlich 
(168e) 

die der Bewegung entgegen wirkende innere Kraft im Falle der 
Volumladnng. Wir sehen also: 

Die gleichförmige Bewegung des mit gleich- 
förmiger Volumladung erfüllten Elektrons mit Über- 
lichtgeschwindigkeit ist zwar keine kräftefreie Be- 
wegung, aber die erforderliche äußere Kraft hat einen 
endlichen Betrag, so daß Bewegung mit Überlicht- 
geschwindigkeit bei Volumladung physikalisch denk- 
bar ist. Der Betrag der Kraft steigt mit wachsender Ge- 
schwindigkeit an und konvergiert gegen den Grenzwert 

derselbe ist gleich der Kraft, welche zwei ruhende P unk t- 
ladungen e im Abstand —a aufeinander ansüben. 

Die hier zutage tretende prinzipielle Verschiedenheit von 
Flächenladung und Volumladung des allseitig symmetrischen 
Elektrons ist um so bemerkenswerter, als bei Unterlicht- 
geschwindigkeit das Verhalten des Elektrons in beiden Fällen 
das nämliche ist. Bei quasistationärer Bewegung unter- 
scheiden sich die Massen in beiden Fällen nur durch einen 
Zahlenfaktor, und derselbe Zahlenfaktor tritt bei der Strahlung 
des unstetig bewegten Elektrons auf. Auch die Kraft, welche 
erforderlich ist, um das Elektron plötzlich auf Lichtgeschwindig- 
keit zu bringen und auf dieser zu halten, ist im Falle der 
Volumladimg von derselben Größenordnung wie im Falle der 
Plächenladimg. Aus dem Verhalten der Elektronen bei Unter- 
lichtgeschwindigkeit und bei Lichtgeschwindigkeit wird daher 
kaum ein Kriterium herzuleiten sein, welches zwischen diesen 
beiden Möglichkeiten entscheidet. Die Entscheidung wäre aber 
sofort gegeben, und zwar zugunsten der Volumladung, sobald 
man Elektronen beobachtet hätte, die sich mit Überlicht- 
geschwindigkeit bewegen. 
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Es ist allerdings kaum zu hoffen, daß es gelingen wird, 
die Elektronen, selbst wenn ihnen im Innern des Radiumatomes 
solche Geschwindigkeiten erteilt wären, auf Überlichtgeschwin- 
digkeit zu halten; denn die hierzu erforderliche Kraft ist eine 
so enorme, daß sie die Kräfte der experimentell herstellbaren 
Felder um das Billionenfache übersteigt. Was geschieht aber, 
wenn das einmal auf Überlichtgeschwindigkeit gebrachte Elek- 
tron aus dem Kraftfeld heraustritt? Auch diese Frage ist von 
A. Sommerfeld und P. Hertz ) erörtert worden. 

Es zeigt sich, daß im Falle der Volumladung jedem stetigen 
Kraftverlauf eine stetige Bewegung des Elektrons zuzuordnen isi 



I 



Zweiter Abschnitt. 

Elektromagnetische Vorgänge in wägbaren Körpern. 



Erstes Kapitel. 

Ruhende Körper. 

§ 28. Ableitung der Hauptgleichungen aus der Elektronen- 
theorie. 

Im ersten Bande dieses Werkes (§ 65) haben wir die 
Hauptgleichungen der Maxwellschen Theorie für ruhende Körper 
entwickelt. Der dort eingenommene Standpunkt war derjenige 
der Phänomenologie, welche sich mit der Darstellung der be- 
obachteten Erscheinungen begnügt und ein Eingehen auf 
atomistische Vorstellungen ablehnt. Bei den meisten elektro- 
magnetischen Vorgängen im engeren Sinne, insbesondere bei 
denjenigen, die in ruhenden Körpern stattfinden, erweist sich 
die phänomenologische Behandlungsweise als ausreichend, und 
sogar durch ihre größere Einfachheit als der atomistischen 
Auffassung überlegen. 
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Nun haben wir aber gewisse Erscheinungen der Konvek- 
tionsstrablung kennen gelernt, welche sich nur vom atomistischen 
Standpunkte aus befriedigend haben deuten lassen. Wir haben 
gesehen, daß die negativen Elektronen, die wir in den Kathoden- 
und Radiumsstrahlen als bewegt annehmen, auch hei der Licht- 
strahlimg der Körper eine Rolle spielen. Wir woUen uns in- 
dessen hiermit nicht begnügen; wir wollen versuchen, die 
elektromagnetischen und optischen Erscheinungen in ihrer Ge- 
samtheit auf Grund der Elektronentheorie zu begreifen. Wir 
müssen zu diesem Zwecke zunächst den Nachweis führen, daß 
die Hauptgleichungen der Elektrodynamik sich aus den Grund- 
gleichungen der Elektronentheorie ableiten lassen. 

Die Elektronentheorie kennt nur das elektromagnetische 
Feld im Äther, welches durch ruhende oder konvektiv bewegte 
Elektronen erregt wird. Sie nimmt an, daß dieses elektro- 
magnetische Feld auch im Innern der ponderablen Körper 
besteht, oder, wie man zu sagen pflegt, daß der Äther die 
ponderablen Körper durchdringt. Daß die elektrischen und 
magnetischen Eigenschaften der Körper von denjenigen des 
leeren Raumes abweichen, wird darauf zurückgeführt, daß Elek- 
tronen sich im Innern des Körpers beflnden. Die Leitfähig- 
keit der Körper wird durch „Leitungselektronen“ erklärt, 
welche entweder wie in den Metallen frei beweglich oder wie 
in den Elektrolyten an neutrale Atom- oder Molekülgruppen 
gebimden sein können; diese wandern im Körper unter der 
Einwirkung elektrischer Kräfte über größere Strecken hin und 
bilden so einen elektrischen Leitungsstrom. Die elektrische 
Polarisation der Dielektrika wird auf negative Elektronen 
zurückgeführt, welche an die positiven gebunden sind und mit 
ihnen zusammen elektrische Dipole bilden. Die Bewegung 
dieser „Polarisationselektronen“ in veränderlichen elek- 
trischen Feldern wird einen elektrischen Strom ergeben, welcher 
den auf die Materie entfallenden Anteil des Verschiebungs- 
stromes bildet. Führen die gebundenen negativen Elektronen 
ferner umlaufende Bewegungen um die positiven aus, so geben 
sie zu einer Magnetisierung des Körpers Veranlassung und 
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werden dann als „Magnetisierungselektronen“ zu bezeichnen 
sein. Es werden allerdings auch die freien Elektronen im mag- 
netischen Felde sich in gekrümmten Bahnen bewegen und so 
die Rolle von Maguetisierungselektronen spielen können. 

Die von den einzelnen Elektronen erregten Felder, auf 
welche sich die Grundgleichungen des § 4 (I bis lY) beziehen, 
weisen außerordentlich große räumliche Unregelmäßigkeiten 
auf. Hat doch das Feld des ruhenden Elektrons in den beiden 
Endpunkten eines Elektronendurchmessers die entgegengesetzte 
Richtung. Entsprechende starke zeitliche SchwEmkungen der 
Feldstärken werden den Grundgleichungen zufolge an einem 
im Raume festen Punkte anftreten, wenn ein Elektron sich 
über ihn hinweg bewegt. Wir erwähnten bereits in § 4, daß 
die Felder, deren Existenz die Grundgleichungen postulieren, 
der direkten Beobachtung unzugänglich sind. Es sind immer 
nur die Mittelwerte, auf welche die Beobachtungen sich be- 
ziehen. Die Mittelwertsbildung über die Felder der einzelnen 
Elektronen wird uns zu den Hauptgleichungen der Maxwell- 
scheu Theorie führen und wird uns zeigen, wie die dort auf- 
tretenden Vektoren mit den in den Feldgleichungen der Elek- 
tronentheorie auftretenden beiden Vektoren Zusammenhängen. 

Wir wollen die Bezeichnungen 6, § für die in den Haupt- 
gleichungen auftretenden Feldstärken der beobachtbaren Felder 
reservieren und daher, um Verwechselungen vorzubeugen, für 
die elektromagnetischen Vektoren, welche durch die Grund- 
gleichungen (I bis IV) der Elektronentheorie miteinander ver- 
knüpft sind, jetzt die Bezeichnungen e, ^ einführen. Jene Glei- 
chungen sind dann zu schreiben: 

(I) eurll,- 

(II) curlt--iy, 

(III) div c = 4 ä(), 

(IV) div ^ = 0. 

Aus diesen Feldgleichungen hat H. A. Lorentz®*) für den 
allgemeinen Fall eines bewegten Körpers die Hauptgleichungen 
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der Elektrodynamik durch Mittelwertsbildung abgeleitet. Wir 
werden in diesem Paragraphen die entsprechenden Entwicke- 
lungen für ruhende Körper durchführen. Hier ergeben alle 
auf dem Boden der Nahewirkung stehenden Theorien dasselbe, 
während in der Elektrodynamik bewegter Körper, wie wir 
später sehen werden, zwischen den verschiedenen Theorien ge- 
wisse Abweichungen vorhanden sind. 

Wir bezeichnen mit H. A. Lorentz eine Strecke als „phy- 
sikalisch unendlich klein“, wenn sie klein ist gegen die- 
jenigen Strecken, innerhalb deren eine merkliche Inhomogeni- 
tät des Feldes besteht, aber groß gegen den Abstand zweier 
benachbarter Elektronen oder Moleküle. Es Mngt dieser De- 
- finition gemäß wesentlich von der Inhomogenität des betreflfen- 
den Feldes ab, ob eine Strecke als physikalisch unendlich klein 
zu bezeichnen ist oder nicht; in der Elektrostatik z. B. wird 
eine Strecke, die gleich einer WeUenlänge des roten Lichtes 
ist, noch physikalisch unendlich klein zu nennen sein; denn 
die Probekörper, die zur Untersuchung des elektrostatischen 
Feldes verwandt werden, sind viel zu groß, um eine etwaige 
Inhomogenität des Feldes auf dieser Strecke überhaupt zu be- 
merken. In der Optik hingegen, wo es sich nach den Vor- 
stellungen der elektromagnetischen Lichttheorie um Felder 
handelt, die auf einer Strecke von einer halben WeUenlänge 
die Richtung umkehren, wird jene Strecke keineswegs als 
physikalisch unendlich klein betrachtet werden dürfen. Anderer- 
seits legt die obige Definition eine gewisse, von der Zahl der 
Elektronen bzw. Moleküle abhängige untere Grenze für die 
physikalisch unendhch kleine Strecke fest. SoUen die beiden 
Bedingungen einander nicht widersprechen, so muß der mitt- 
lere Abstand zweier Moleküle verschwindend klein gegen die 
WeUenlänge sein, derart, daß in einem Würfel, dessen Kante 
etwa einem Hundertstel der WeUenlänge der betreffenden elektro- 
magnetischen WeUe gleich ist, noch viele MiUionen von Elek- 
tronen enthalten sind. Von physikalisch unendlich kleinen 
Gebietsteilen kann nur die Rede sein, wenn die Materie ent- 
sprechend dicht gelagert ist. 

Abraham, Theorie der Klektrisität. IL 8. Aofl. 16 
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Um den Mittelwert irgendeiner skalaren oder Vektorgröße 
q in einem Punkte P des Raumes zu bestimmen, konstruieren 
wir um P eine Kugel, deren Radius physikalisch unendheh 
klein ist, und dividieren das über die Kugel erstreckte Voluni- 
integral von q durch das Volumen v der Kugel: 

- 

® V 




Bei der Vergleichung der Mittelwerte, welche zu zwei ver- 
schiedenen Zeiten in einem und demselben Punkte herrschen, 
ist selbstverständlich der Radius der Kugel konstant zu halten, 
so daß man hat 



(159a) 



dg dj 

dt ~ dt • 



Es sind demnach Mittelwertsbildung und Diffe- 
rentiation nach der Zeit miteinander vertauschbare 
Operationen. Das gleiche gilt von den Operationen der 
Mittelwertsbildung und der Differentiation nach den Koordinaten. 
Hierbei handelt es sich um die Vergleichung der Werte vong, 
welche in zwei benachbarten Punkten P und P' des Raumes 
zu derselben Zeit bestehen. Es sind dabei die Mittelwerte g 
durch zwei um P und P' geschlagene physikalisch unendlich 
kleine Kugeln von dem gleichen Radius definiert. Demgemäß 
ist z. B. g Sgdv 

dx dx V 

nichts anderes als die durch Verrückung der Kugel parallel 
der a:- Achse bedingte Veränderung des Volumintegrales von g, 
dividiert durch das Volumen der Kugel. Diese Veränderung 
läßt sich darstellen als herrührend von den (positiven oder 
negativen) Beiträgen derjenigen Volum elemente, welche die 
Oberfläche f der Kugel bei der Verrückung bestreicht. Es folgt 

= l lqcosinx)df. 

Andererseits ist der Mittelwert des Differentialquotienten 
von q nach x 

f^dv = — f qcos(nx)df, 

CX V J t)X ^ ' 
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SO daß man erhält 

dg dg 
dx dx ■ 

Es sind also, wie behauptet, auch die räumliche 
Differentiation und die Mittelwertsbildung mitein- 
ander vertauschbare Operationen. 

Auf Grund der Regeln (169 a,b) ergeben sich durch Mittel- 
wertsbildimg aus (I bis lY) die Differentialgleichungen ■ 

(laj curl|= + 

(Ila) curl?=-i||, 

(lila) div J = 4«p, 

(IV a) dir | = 0. 

Indem die Mittelwerte för physikalisch unendlich kleine 
Bereiche gebildet wurden, sind die raschen und regellosen räum- 
lichen Änderungen des Feldes, welche durch die atomistische 
Struktur der Elektrizität und der Materie bedingt sind, heraus- 
gefaUen. Man kann daher bei der Berechnung des curl und 
der Divergenz der Vektoren F und ^ unter dx, dy, dz, statt 
mathematisch unendlich kleiner Strecken, auch physikalisch 
unendlich kleine Strecken verstehen. Ferner kann man die 
Mittelwertsbildungen, wie über den Raum, so auch über die 
Zeit erstrecken und unter dt ein „physikalisch unendlich 
kleines Zeitintervall" verstehen, das heißt ein solches, in 
welchem die Vektoren F, ^ verschwindend geringe zeitliche Ände- 
rungen erfahren. 

Wir betrachten zunächst den idealen Fall, daß der Körper 
nur Leitungselektronen enthält. Dann gilt 

( 160 ) {q], = Q-, {pö},-=t. 

Die beobachtbaren Dichten der Elektrizität und des Leitungs- 
stromes Q, i sind dann einfach gleichzusetzen den Mittelwerten 
der Dichten der Elektrizität und des Konvektionsstromes, be- 
rechnet für physikalisch unendlich kleine Volumelemente. Nehmen 

16 * 




L 
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wir eine Reihe verschiedener Elektronenarten an, von den La- 
dungen 61 , 6 ^, 63 ..., den auf die Volumeinheit berechneten 
Zahlen Ni, N^, und den mittleren Geschwindigkeiten 

hj, hj, I),, so hat man 

(160a) Q = iViCj + NjCi + iVgCj . . . 

(160b) i = iV,c,öi -h iVgCsö, . . . 

Für einen idealen Leiter, der weder elektrisch polarisierbar 
noch magnetisierbar ist, erhält man die Hauptgleichungen der 
Maiwellschen Theorie, indem man 6 und mit e, 8 und 

^ mit ^ identifiziert. Im allgemeinen Falle aber sind zwei 
Paare elektrischer und magnetischer Vektoren in den Haupt- 
gleichungen zu unterscheiden (Bd. I, § 65). Es kommt jetzt 
gerade darauf an, den Zusammenhang dieser Vektoren mit J und 
^ richtig zu erfassen und den Unterschied zwischen wahrer 
und freier Elektrizität sowie wahrem und freiem Strome vom 
Standpunkte der Elektronentheorie aus zu verstehen. Im Hin- 
blick hierauf wollen wir die Anteile von p und ^ in Betracht 
ziehen, welche von den aneinander gebundenen positiven und 
negativen Elektronen herrühren. 

Für ein elektrisch neutrales Molekül ist die Gesamtladung 
NuU. Auch bildet die fortschreitende Bewegung eines solchen 
Moleküles keinen Leitungsstrom. Dennoch kann die gegen- 
seitige Verschiebung der Elektronen im Molekül zu einer Ab- 
änderung des Mittelwertes p der räumlichen Dichte Veran- 
lassung geben, der ja durch eine im Raume feste, physikalisch 
unendlich kleine Kugel definiert war. Auch können die inneren 
Bewegiuigen der Elektronen sich durch eine Änderung des 
Mittelwertes ^ der Stromdichte bemerkbar machen. 

Wir nennen das über das Volumen eines Moleküles er- 
streckte Integral 
(161) ^ 

das elektrische Moment des Moleküles, indem wir unter r 
den von einem festen Punkte 0 des Moleküles aus gezogenen 
Fahrstrahl verstehen. Hat man es mit einem aus zwei Punkt- 
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ladungen bestehenden Dipole zu tun, so ist fl das Moment 
des Dipols. 

Wir wollen indessen die allgemeinere Annahme machen, 
daß sich in jedem Moleküle n Elektronen, von den Ladungen 
« 1 , 6 ,... befinden. Das elektrische Moment des Moleküles 



ist dann 




(leiaj 


p = c,ri + e,r, - 1 - • • • + e„r„. 


wobei 




(161b) 


Cj -f- = 0 



ist. Es mag N die auf die Volumeinheit berechnete Zahl der 
Moleküle sein. 

Wir betrachten ein im Raume festes, physikalisch unend- 
lich kleines Flächenelement df. Welches wird die Elektrizitäts- 
menge sein, die bei der Herstellung der Momente der Moleküle 
durch das Flächenelement d/" tritt? Wir wollen zunächst voraus- 
setzen, daß alle in einem physikalisch unendlich kleinen Be- 
reiche gelegenen Moleküle das gleiche Moment ^ besitzen; 
sollte diese Voraussetzung nicht erfüllt sein, so können wir 
doch verschiedene Molekülgruppen von den Momenten p', p" • • • 
und den Molekülzahlen N', N" ■ ■ • unterscheiden und die Mole- 
küle jeder Gruppe gesondert betrachten. Auf die betreffende 
Molekülgruppe bezieht sich dann dasjenige, was hier von der 
ganzen Schar der Moleküle ausgesagt wird. 

Wir wollen den Punkt 0 des Moleküles, von dem aus 
die Radienvektoren r,, r , • ■ • gezogen sind, den Mittelpunkt 
des Moleküles nennen. Die Herstellung des Momentes p er- 
folgt, indem die Ladung von 0 nach dem Endpunkte 
des Fahrstrahles tj, die Ladung e, von 0 nach dem End- 
punkte Aj des Fahrstrahles tj bewegt wird, usf. SoU nun 
die Ladung e, bei der Verschiebung von 0 nach durch das 
im Raume feste, physikalisch unendlich kleine Flächenelement 
df hindurchtreten, so muß sich der Mittelpunkt 0 des Mole- 
küles offenbar in dem schiefen Zylinder befinden, den man 
erhält, indem man von den Punkten des Flächenelementes df 
aus die Fahrstrahlen — t, konstruiert. Die Zahl der Moleküle, 
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deren Mittelpunkte innerhalb dieses Zylinders liegen, ist gleich 
der Zahl N der in der Volumeinheit enthaltenen Moleküle, 
multipliziert mit dem Rauminhalt des Zylinders, also gleich: 

Diese Moleküle sind es, welche bei der Herstellung der 
Momente (161a) Elektronen erster Art durch df senden, und 
zwar im Sinne derjenigen Normalen, welche mit tj einen 
spitzen Winkel einschließt. Die gesamte, bei der Herstellung 
des Momentes mit den Elektronen erster Art durch df im 
Sinne der Normalen n tretende Elektrizitätsmenge wird durch 

Ne,x,Jf 

auch dem Vorzeichen nach richtig angegeben. Die Anteile 
der verschiedenen Elektronen summierend, erhalten wir 

für die gesamte, bei der Herstellung der Momente durch df 
tretende Elektrizität. Dabei stellt ^ = Np die Vektorsumme 
der Momente aller in der Volumeinheit enthaltenen Moleküle 
dar. Das erhaltene Resultat gilt auch dann, wenn die in einem 
physikalisch unendlich kleinen Volumelement liegenden Mole- 
küle nicht alle das gleiche elektrische Moment besitzen. Man 
hat die Betrachtung dann auf jede Gruppe gleichartiger Mole- 
küle anzuwenden und die Anteile aller Gruppen zu summieren. 

In diesem allgemeineren Falle ist dann 

(161c) ^=N'p' + N"p"+.-- 

zu setzen. 

Dieser Vektor stellt die auf die Volumeinheit berechnete 
„elektrische Polarisation“ dar. Indem die Elektronen- 
theorie die Polarisation eines Dielektrikums auf die 
Verschiebung der gebundenen Elektronen zurückführt, 
verleiht sie dem Vektor der Bd. I, § 47 eingeführt 
wurde, eine konkrete physikalische Bedeutung. 

Die bei der Polarisation des Dielektrikums durch ein im 
Raume festes Flächenelement df hindurchtretende Elektrizität 
wird durch ^„df angegeben. Demnach ist 
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( 162 ) 

der von den Polarisationselektronen herrührende An- 
teil der Stromdichte. Er stellt, den Vorstellungen der 
Elektronentkeorie nach, den an der Materie haftenden Bestand- 
teil des Verschiebnngsstromes dar. 

Bei der Herstellung der elektrischen Momente der Mole- 
küle ist die Elektrizitätsmenge 

= J‘A\Y^dv 

durch eine geschlossene Fläche herausgetreten. Vor Her- 
stellung des Momentes, wo die Ladungen Cj, Cj • • • alle in 
dem Mittelpunkte 0 des Moleküles lagen, ging nach (161b) 
von dem einzelnen Moleküle überhaupt kein Kraftfluß aus; die 
mittlere Dichte der Elektrizität in jedem physikalisch imend- 
lich kleinen Bereiche war gleich NuU. Da nun bei Herstellung 
der Momente die soeben berechnete Elektrizitätsmenge ans 
dem Raume v herausgetreten ist, so erhalten wir für den von 
den Polarisationselektronen herrührenden Anteil der 
elektrischen Dichte: 

(162 a) (p}^ = -div^. 

Die Ausdrücke (162) und (162a) der von den Polarisations- 
elektronen herrührenden Dichten des Stromes und der Elek- 
trizität erfüllen, wie es sein muß, die Kontinuitätsbedingung 

(162b) div{p}^-t-^g^i^’ = 0. 

Wie hat man sich weiter den Vorgang der Magnetisierung 
vom Standpunkte der Elektronentheorie aus zu veranschau- 
lichen ? 

Wir denken uns ein Molekül, dessen Ladung und dessen 
elektrisches Moment p (161a) beide gleich NuU sind, so daß 
das Molekül weder zum Leitungsstrom noch zum Polarisations- 
strom einen Beitrag liefert. Doch mögen die Elektronen im 
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Innern des Moleküls in Umlaufsbewegungen begriffen sein, 
derart, daß für das betreffende Molekül der Vektor 

(163) m = [rö] = [rf] 

einen von Null verschiedenen Wert besitzt. 

Dieser Vektor wird als „magnetisches Moment“ des 
MolekUles bezeichnet. Sind n als Punktladungen zu betrach- 
tende Elektronen im Moleküle in ümlaufsbewegungen begriffen, 
so ist sein magnetisches Moment 

(163a) m = + ** • + • ■ + ^ 

Jene umlaufenden Elektronen nennt Lorentz „Magne- 
tisierungselektronen“. Er sucht, indem er die Bestrebungen 
von Ampere und W. Weber wieder aufnimmt, die Magne- 
tisierung des Körpers durch intramolekulare Bewegungen der 
Elektrizität zu erklären. 

Der Beitrag jeder einzelnen Elektronenart zum magne- 
tischen Momente bestimmt sich als Produkt aus seiner elektro- 
magnetisch gemessenen Ladung und dem axialen Vektor 
der im Sinne der Punktmechanik als Flächengeschwindig- 
keit, bezogen auf den Mittelpunkt 0 des Moleküles, bezeichnet 
werden kann. Das magnetische Moment stellt sich auch hier 
als ein axialer Vektor dar, wenn anders die Elektrizität ein 
wirklicher Skalar ist. 

Wir werden annehmen dürfen, daß die Umlaufsbewegungen 
der Elektronen, die zur Bildung magnetischer Momente Ver- 
anlassung geben, periodischer Art sind, und daß in einem 
physikalisch unendlich kleinen Zeitintervall eine große Zahl 
von Umläufen stattfindet. Rechnet man mit den über ein 
physikalisch unendhch kleines Zeitintervall erstreckten Mittel- 
werten, so wird das elektrische Moment p unter diesen Um- 
ständen auch dann gleich NuU sein, wenn z. B. ein negatives 
Elektron um das ruhende positive Elektron Umlaufsbewegungen 
ausführt; die periodische Schwankung des elektrischen Momentes 
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erfolgt dann so rasch, daß sie sich der Beobachtung entzieht, 
und es wird das Elektronenpaar dann nicht mehr als „Polari- 
sationselektron“, sondern ausschließlich als Magnetisierungs- 
elektron in Betracht kommen. 

Es kann natürlich auch Vorkommen, daß ein und dasselbe 
Molekül gleichzeitig Polarisations- und Magnetisierungs- Elek- 
tronen enthält. 

Die Magnetisienmgselektronen steuern nun ihrerseits einen 
Anteil zum Mittelwerte des Konvektionsstromes ^ bei. Die 
Berechnung dieses Anteiles können wir auf diejenigen Regeln 
zurückführen, welche wir soeben zum Zwecke der Berechnung 
der mittleren, von den Polarisationselektronen herrührenden 
elektrischen Dichte entwickelt haben. Wir verstehen unter t 
einen durchweg konstanten Hilfsvektor und bilden das Vektor- 
produkt aus ihm und dem magnetischen Momente m ent- 
sprechend der Rechnungsregel ö (Bd. I, S. 452): 

“ L ■ Ä ( 's (* 'ä) + • • • + «n 'n (t r„) ) • 

Sind nun, wie angenommen wurde, die Perioden der 
Umlaufsbewegungen der Elektronen so gering, daß in einem 
physikalisch unendlich kleinen Zeitintervalle eine große Zahl 
von Umläufen stattfindet, so fällt bei der Mittelwertsbildung 
über ein solches Intervall das zweite Glied fort; denn die 
Konfiguration der Ladungen im Moleküle bleibt im Mittel un- 
geändert. Die entstehende Gleichung 

(164) [tm] = r, (l, -h r, (t, *•;*) + • • • + r, (t, 

ist der Gleichung (161a) für das elektrische Moment des Mole- 
küles an die Seite zu stellen. Dem Skalar c dort entspricht 

hier der Skalar ^t, Derselbe genügt, falls der Vektor p 
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(vgl. 161a) für das betreffende Molekül gleich Null ist, der 
Bedingung 

(164a) (t, + (t, + • • • + (t, = 0, 

welche (161b) entspricht. 

Führen wir nun den Vektor ein: 

(164b) 3«=A”m' + iV"m"+--., 

welcher die von den verschiedenen Molekülgattungen her- 
rührende, auf die Volumeinheit berechnete Magnetisierung 
darstellt, so entspricht der Vektor [tSR] vollkommen dem 
Vektor ^ (vgl. 161c). Wie wir in (162a) aus ^ den Mittel- 
wert p der elektrischen Dichte ableiteten, so können wir nun- 
mehr aus dem Vektor [tSR] auf Grund der analogen Beziehung 

(t,^^) = -div[tSW] 

den Mittelwert des von den Magnetisierungselektronen her- 
rührenden Konvektionsstromes ermitteln. Da t ein vom Orte 
unabhängiger Vektor ist, so ergibt die Regel A (Bd. I, S. 453) 

— div [tSB] = t curlSW. 

Da dieses für jede beliebige Richtung des Hilfsvektors t 
gelten muß, so folgt 

(164 c) { ^ } m “= c • curl SW 

als Mittelwert des von den Magnetisierungselektronen 
herrührenden elektrischen Stromes. Die Mittelwerfc- 
bildung bezieht sich dabei, wie aus den obigen Überlegungen 
folgt, auf physikalisch unendlich kleine Zeiten und physikalisch 
unendlich kleine Gebietsteile des Raumes. Der Strom (164c) 
genügt der Eontinuitätsbedingung, ohne daß eine parallel 
gehende zeitliche Änderung der Dichte der Elektrizität zu be- 
rücksichtigen wäre. 

Wir schreiten nunmehr zur Summierung der Anteile, die 
von den verschiedenen Elektronenarten zur mittleren Dichte 
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der Elektrizität und des elektrischen Stromes beigesteuert 
werden. Aus (160) und (162a) folgt 

(165) p = (p),+ p _ div^ = p'. 

Der erste Bestandteil, die von den Leitungs- 
elektronen herrührende Dichte, ist identisch mit der 
Dichte der wahren Elektrizität in der Maxwell- 
Hertzschen Theorie. In der Tat, die wahre Ladung eines 
Leiters ist diejenige, die nur durch einen Leitungsstrom ab- 
geändert werden kann, und die, wenn ein solcher fehlt, auch 
dann konstant bleibt, wenn der Leiter in ein anderes Dielek- 
trikum eingebettet wird. Die durch die Polarisation des 
Dielektrikums abgeänderte mittlere Dichte q hin- 
gegen ist identisch mit der Dichte p' der freien Elek- 
trizität in der Maiwell-Hertzschen Theorie. 

Als resultierender Mittelwert des elektrischen Stromes 
folgt aus (160, 162 und 164c) 

(165a) pB = {pö}p+ {po}„= i + 3^ -i- ccurlÜJl. 

Der erste Bestandteil, der von den Leitungs- 
elektronen herrührt, ist auch für magnetisierte Leiter 
mit der Dichte des wahren Leitungsstromes in der 
Maxwell-Hertzschen Theorie identisch. Derselbe be- 
stimmt die Andenmg der wahren Ladung der Leiter. Die 
durch die Mitwirkung der Magnetisierungselektronen 
abgeänderte mittlere Dichte hingegen 
(165 b) t'=H-ccurl»J 

ist nichts anderes als die Dichte des freien Stromes 
in der Maxwell-Hertzschen Theorie (Bd. I, Gl. 176, S. 240). 

Wie ordnen sich nun die Vektoren ® und ® und ^ 
den Mittelwerten e und | zu, die im Eingänge dieses Para- 
graphen in den Grundgleichungen (la bis IV a) der Elektronen- 
theorie auftreten? Wir sehen sofort, daß wir der quellenfreien 
Verteilung des Vektors © der magnetischen Induktion gerecht 
werden, wenn wir setzen 

(166) 8=f. 
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Alsdann führt (II a) auf die zweite Hauptgleichung (6d. I, 
Gl. 178, S. 245), bei Ausschluß eingeprägter Kräfte, wenn c mit 
® identifiziert wird: 

(166a) ®-e. 

Die Elektronentheorie identifiziert die Vektoren 
8 und ® der Maxwellschen Theorie mit den Mittel- 
werten der elektromagnetischen Vektoren | und e, 
welche die Felder der einzelnen Elektronen kenn- 
zeichnen. Hier wird von vornherein ein Standpunkt ein- 
genommen, welcher nicht die Hertz - Heavisidesche Analogie 
der Vektoren ® und § einerseits, und ® andererseits zu- 

grunde legt. Die Symmetrie der elektrischen imd magne- 
tischen Größen wird von der Elektronentheorie aufgegeben; 
in ihren Grundgleichungen spielt bereits ff eine andere Rolle 
wie t, was daher rührt, daß zwar Elektrizität und elektrischer 
Konvektionsstrom, aber keineswegs Magnetismus und magne- 
tischer Konvektionsstrom angenommen werden. 

Die Einführung der Definitionen (166) und (166a) sowie 
des für die Stromdichte erhaltenen Mittelwertes (165a) in die 
erste Grundgleichung (la) ergibt 

= c ö« +-~ + 45Tcurl3R. 

Die beiden ersten Glieder, der Verschiebungsstrom 
im Äther und der Polarisationsstrom im Körper, er- 
geben zusammen den Verschiebungsstrom der Maxwell- 
schen Theorie. Definiert man nun weiter die Vektoren S 
und wie folgt: 

(166b) 4a:» = ® + 4:r^, 

(166c) § = 8-4a!IR, 

so wird die erste Hauptgleichung der Maxwellschen Theorie 
(Bd. I, Gl. 177a, S. 243) erfüllt. Aus (Ula) folgt schließlich 
mit Rücksicht auf (165) und (166a, b) die von der Maxwell- 
schen Theorie geforderte Beziehung zwischen der elektrischen 
Verschiebung » und der Dichte p der wahren Elektrizität 
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Die Lorentzsche Theorie definiert die beobacht- 
baren elektromagnetischen Vektoren durch (166) und 
(166a, h, c) und gelangt so zu den Hauptgleichungen 
der Maxwellschen Theorie für ruhende Körper: 

/TIS Iß, 

(Ib) curl^= 

(llb) curl® = -i^, 

(Hlb) div ® = Q, 

(IVb) div»= 0. 

Dabei identifiziert sie — das muß besonders betont 
werden — die Mittelwerte der Dichten der Elektrizität 
und des elektrischen Stromes, welche von den freien 
und von den gebundenen Elektronen herrühren, keines- 
wegs mit Q und i. Vielmehr wird der Mittelwert der 
elektrischen Dichte mit der freien Dichte der Maxwell- 
Hertzschen Theorie identifiziert, der Mittelwert des 
Kon vektionsstromes der Elektronen mit dem freien 
Strome, vermehrt um den an der Materie haftenden 
Anteil des Verschiehungsstromes (vgl. 165 und 165a, b). 

Aus den Hauptgleichungen ergeben sich die Peldgleichungen 
der MaxweU-Hertzschen Theorie (Bd. I, § 66) durch Hinzufügung 
der Beziehungen, welche ® mit t und ®, § mit 8 verknüpfen. 
Die Elektronentheorie gelangt zu diesen Beziehungen, indem 
sie die Veränderungen betrachtet, welche die Lage und der 
Bewegimgszustand der Elektronen infolge der Einwirkung 
äußerer Felder erfährt. Wir werden insbesondere für die 
Polarisationselektronen diese Betrachtungen in den beiden 
nächsten Paragraphen durchführen und werden zeigen, daß 
die Berücksichtigung der Trägheit der Elektronen zum Ver- 
ständnis der Farbenzerstreuung und der magnetischen Drehung 
der Polarisationsebene führt. 

Von eingeprägten Kräften haben wir bei der Ableitimg 
der Hauptgleichungen abgesehen. Die Maxwellsche Theorie 
versteht unter eingeprägten elektrischen Kräften solche, welche 
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unabhängig von wahrnehmbaren elektromagnetischen Ursachen 
sind und mit irgendwelchen sonstigen physikalischen oder 
chemischen Zuständen des Körpers verknüpft sind (Bd. I, § 56). 
Nach der Elektronentheorie ist die eingeprägte Kraft eine 
äußere, an den Elektronen angreifende Kraft. Da nun nach 
den Grundhypothesen der Elektronentheorie nur elektroma- 
gnetische Kräfte es sind, welche an den Elektronen angreifen, 
so müßte man postulieren, daß die eingeprägten Kräfte auf die 
elektromagnetischen Kräfte verborgener Felder znrückgeföhrt 
würden. Dieses Ziel ist noch keineswegs erreicht. In vielen 
Fällen macht man, um zur Übereinstimmung mit den Ergeb- 
nissen der Beobachtung zu gelangen, für die an den Elektronen 
angreifenden Kräfte geeignete Ansätze, ohne sie weiter elektro- 
dynamisch zu begründen. 

§ 29. Dispersion der elektromagnetischen Wellen. 

Wir betrachten einen unmagnetisierbaren homogenen Iso- 
lator. Die für einen solchen geltenden Feldgleichungen werden 
in der MaxweUschen Theorie erhalten, indem 3H und i gleich 
Null und 

(167) = 4;r*P = (£-!)« 

gesetzt werden. Die Dielektrizitätskonstante £ wird dabei als eine 
für den betreffenden Isolator charakteristische Konstante be- 
trachtet, und die erhaltenen Feldgleichungen werden auch auf 
die Felder der Lichtwellen angewandt (Bd. I, § 75). 

Die Elektronentheorie führt die elektrische Polarisation 
auf eine Verschiebung der gebundenen Elektronen zurück. 
Die Proportionalität der Momente der Polarisationselektronen 
zur elektrischen Feldstärke erklärt sie durch Annahme quasi- 
elastischer Kräfte, welche dieselben in ihre Gleichgewichtslagen 
zurückziehen. Solche quasielastischen Kräfte mußten wir schon 
früher annehmen (§ 9), um von der Existenz der in der Licht- 
emission sich kundgebenden Eigenschwingungen Rechenschaft 
zu geben. Die Eigenschwingungen ergaben sich ohne weiteres 
aus der Annahme quasielastischer Kräfte und aus der trägen 
Masse der Elektronen. 
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Nun waren bekanntlich durch Annahme von Eigen- 
schwingungen in den Molekülen der lichtbrechenden Körper 
von SeUmeier, Ketteier und Helmholtz die Erscheinungen der 
Dispersion erklärt worden. Man gelangte zu einer elektro- 
magnetischen Theorie der Dispersion, indem man der trägen 
Masse der von den LichtweUen in Schwingungen versetzten 
elektrischen Teilchen Rechnung trug. Wir werden bei der 
Darstellung der Elektronentheorie der Dispersion uns ins- 
besondere an H. A. Lorentz*®), P. Drude °) und M. Planck^) an- 
schließen. 

Wir betrachten eine ebene homogene elektromagnetische 
WeUe, welche in dem homogenen isotropen Dielektrikum parallel 
der a; -Achse fortschreitet; die Welle sei geradlinig parallel der 
r-Achse polarisiert, d. h. die magnetischen Vektoren § = 8 
fallen in die r-Achse und die elektrischen, $ und @, in die 
y-Achse. Die Hauptgleichungen (Ib, Ilb) ergeben 

_ 36, _ 4» 36y 1 36^ 

dx c di ’ dx c dt ’ 



mithin nach Elimination von 



(167 a) 



d'% 

c* ~dt' “ 



Für monochromatische Wellen von der Frequenz v wird 
nun die Abhängigkeit der Komponenten (S^ und 3)^ von x 
und t durch den komplexen Faktor 



t V 

e 




gekennzeichnet sein, wo ^ die Geschwindigkeit der Wellen, 

« demnach den Brechungsindex des Körpers angibt. 

Aus (167a) folgt für diese Wellen: 

Akzeptiert man die von der MaxweUschen Theorie be- 
hauptete Proportionalität von 2) und 6 (Gl. 167), so gelangt 
man zur MaxweUschen Relation n*=£ zurück (Bd. I, Gl. 205 d, 
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S. 317). Wenn wir auch diese Beziehung nicht als allgemein 
gültig annehinen, so müssen wir doch fordern, daß bei ge- 
gebener Frequenz v I 

(167b) 4;r$ = n*e, 4Ä^ = (n*-l)6 | 

gelte, wo n eine zunächst noch unbekannte Konstante ist. | 
Denn nur dann folgt aus den Hauptgleichungen auf Grund 
von (167 a) das von der Erfahrung bestätigte Ergebnis, daß in I 
einem homogenen isotropen durchsichtigen Körper monochro- 
matische Lichtwellen von gegebener Frequenz nach allen Kich- 
tungen mit der gleichen, von der Lichtstärke unabhängigen 
Geschwindigkeit sich fortpflanzen. Der Brechungsindex n, 
der in (167 b) eingeht, kann allerdings von der Frequenz der 
Schwingungen, d. h. von der Wellenlänge des Lichtes ab- 
hängen; diese Abhängigkeit bedingt eben Farbenzerstreuung. 

Die Elektronentheorie bringt den Brechungsindei in Zu- 
sammenhang mit der Zahl und den Eigenschaften der Polari- j 
sationselektronen, indem sie die elektrischen Momente der- 
selben mit der Feldstärke verknüpft. Sie geht dabei aus von I 
der Schwingungsgleichung (56, 56 a) der freien Eigen- 
schwingungen eines Dipols, in deren rechte Seite die äußere 
elektromagnetische Kraft einzuführen ist. Es wird 

(. 68 ) 

Wir nehmen nur eine einzige Elektronenart als mit- 
schwingend an, und zwar sei p die Zahl der Elektronen im 
Molekül, N die Zahl der Moleküle im cm^. Die Polarisation 
der Volumeinheit wird dann gemäß (161c) 

(168 a) ^ = 

Auf den Fall verschiedener Elektronenarten kaim man 
die Entwickelungen ohne Schwierigkeit ausdehnen. 

Die auf die Einheit der Ladung berechnete äußere Kraft ist 

(168 b) 5“=e“ + 7[»il|“], 

wobei unter e“ und der elektrische und der magnetische 
Vektor des äußeren Feldes im Äther zu verstehen sind. Den 
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zweiten V Term in (168b) pflegt man, wenn kein konstantes 
äußeres magnetisches Feld mitwirkt und nur das magnetische 
Feld der Licht wellen selbst in Frage kommt, gegen den ersten 
zu remachlässigen, indem man die Geschwindigkeit der schwin- 
genden Elektronen als klein gegen die Lichtgeschwindigkeit 
betrachtet 

Es folgt aus (168) und (168a, b): 

(169) + = 

Dabei ist unter e“ ein Mittelwert des Vektors e“ zu ver- 
stehen; derselbe ist jedoch keineswegs mit dem Mittelwert 
t = ® des vorigen Paragraphen zu verwechseln. Der Mittel- 
wert t bezog sich nämlich auf ein physikalisch unendlich 
kleines Volumelement des Raumes; der Mittelwert e® ist nur 
für diejenigen Raumpunkte zu bilden, in welchen sich mit- 
schwingende Elektronen befinden. Auch handelt es sich nicht 
um den totalen Wert des Vektors e, vielmehr ist in e“ das 
vom Elektron selbst erregte Feld fortgefallen. Die Berech- 
nung des Mittelwertes t® erfordert einige Überlegung. 

Wir legen um den Punkt, für welchen e® berechnet 
werden soU, eine Kugel mit dem physikalisch unendlich 
kleinen Radius R] es heißt das, es soll R klein gegen die 
Wellenlänge sein und doch die Kugel eine große Zahl von 
Elektronen einschließen. Da R klein gegen die Wellenlänge 
ist, so werden innerhalb der Kugel, und ancb auf ihrer Ober- 
fläche, die Vektoren 6 und ^ konstant sein. Zu dem Vektor 
e® werden nun erstens diejenigen Elektronen einen Beitrag 
liefern, die innerhalb der Kugel sich befinden, und zweitens 
diejenigen außerhalb der KugeL Den letztgenannten Bestand- 
teil der elektrischen Kraft bestimmen wir, indem wir aus dem 
Innern der Kugel die Elektronen fortgeschaflft denken; nach 
FortschaflFung aller Elektronen aus dem Innern der Kugel 
weicht das Feld im Innern von dem Felde 6 der Lichtwellen 
im Körper nur aus dem Grunde ab, weil sich jetzt auf ihrer 
Oberfläche eine Schicht freier Ladungen befindet. Die Ein- 

Abrftham, Tbeorie der Elektrizität, II. S. Aafl. 17 
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Wirkung dieser Schicht können wir, da der Radius der Kugel 
klein gegen die Wellenlänge ist, auf Omnd elektrostatischer 
Betrachtungen ermitteln. Wir hatten in Bd. I, § 48 eine ähn- 
liche Aufgabe gelöst; wir hatten das von einer homogen 
polarisierten Kugel erregte Feld bestimmt und es im Innern 

gleich — “g* gefunden (Gl. 144b, S. 164). Nun ist die Feld- 
stärke durch die freien Ladungen bestimmt; in dem vorliegen- 
den Falle, wo außerhalb der Kugel die konstante Polarisation 
$ herrscht und das Innere der Kugel nicht polarisiert ist, ist 
die Dichte der freien Elektrizität auf der Kugelfläche oflenbar 
die entgegengesetzte wie in dem damals behandelten Falle, 
wo das Kugelinnere homogen polarisiert, das Außere aber nicht 
polarisiert war. Es gibt demnach 

den Wert von e“ an, den man erhält, wenn man diejenigen 
Kräfte nicht berücksichtigt, die von den Elektronen innerhalb 
der Kugel herrühren. Für den Mittelwert der Summe dieser 
von den Polarisationselektronen der benachbarten Moleküle 
ausgeübten Kräfte setzt nun H. A. Lorentz’®) 4ztsip, wo s 
eine Konstante bedeutet, und erhält so 

(169a) 

Für feste Körper, bei denen man eine geordnete Lagerung 
der Moleküle und Elektronen anzunehmen hat, wird im allge- 
meinen eine von den Momenten der benachbarten Moleküle 
und Elektronen herrührende Kraft zu berücksichtigen sein. 
Bei Flüssigkeiten und Gasen hingegen, wo regellose Änderungen 
in der Gruppierung der Moleküle stattfinden, wird es gestattet 
sein, mit M. Planck*^) anzimehmen, daß die Einwirkungen der 
innerhalb der Kugel befindlichen Elektronen sich im Mittel 
aufheben, und s demnach gleich Null zu setzen. Wir ziehen 
es indessen vor, die Konstante s beizubehalten. Wir umfassen 
dann auch die Theorie von P. Drude®), in welcher c” einfach 
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mit der Feldstärke ® der Lichtwellen identifiziert wird; der 
Dnidesche Ansatz geht aus dem Lorentzschen hervor, indem 

1 

* = -8 

gesetzt wird. 

Unter Annahme rein periodischer Schwingungen von der 
Frequenz v folgt aus (169) und (169a) 

(169b) (fc>-v>)^ = j!^p--^j6 + 4«(| + s)^). 

Hieraus, in Verbindung mit (167 b), erhalten wir 

(A:*_ ^*) . („*_ 1) - 4^ 7^^, • ^jl + (n>- 1)({ + s) } • 



Die Konstante k der Schwingungsgleichung (168) ist nichts 
anderes als die Frequenz der Eigenschwingungen der Polari- 
sationselektronen. Führen wir statt der Frequenzen k, v der 
Eigenschwingungen und der erzwungenen Schwingungen deren 
im leeren Raume gemessene Wellenlängen ein: 





. 2:ic . 2*c 

-]T » ^ i“ » 


SO wird 




(170) 


1 , 1 , 1/1 1 

„>_1 1 3 y U,* 1* 


wo 




(170a) 
gesetzt ist. 


Npe* 

y = J- 



Die Dispersionsformel (170) drückt die Änderung 
des Brechungsindex n mit der Wellenlänge k aus. 
Setzt man s = 0, so wird 



(170b) 



n»-f 2 ^|_1 J_1 

n*— 1*J 



Da y der Zahl AT der Moleküle proportional ist, so muß 
bei einer Dichteänderung des Körpers für Licht bestimmter 
Farbe die Funktion (n* — !)/(»* -f 2) des Brechnngsexponenten 
der Dichte proportional variieren, wenn anders die Zahl der 
mitschwingenden Elektrqpen im Molekül und die Wellenlänge 

17* 
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ihrer Eigenschwingung bei der Dichteänderung sich nicht 
ändern. Dieses Lorentz-Lorenzsche Gesetz hat sich viel- 
fach bestätigt gefunden. Es hat sich auch ergeben, daß für 
Mischungen die Größe (n* — l)/(n* 2) sich aus den Beiträgen 

der Komponenten nach der Mischungsregel berechnen läßt. 
Auch auf chemische Verbindungen hat man diese Regel an- 
gewandt und in vielen Fällen bestätigt gefunden. Man darf 
in solchen Fällen annehmen, daß die Polarisationselektronen 
am Atome haften, und daß ihre Zahl und ihre Eigenschwingung 
bei der chemischen Bindung der Atome erhalten bleiben. 

Wir schreiten zur Diskussion der Dispersionsformel (170). 
Wir unterscheiden dabei verschiedene Fälle. 

A) lg klein gegen A. Hier kommt auf der rechten Seite 
von (170) das mit A veränderliche Glied nicht in Betracht, 
und es ergibt sich für die linke Seite ein positiver, konstanter 
Wert. Eigenschwingungen, die sehr weit nach der ultravio- 
letten Seite hin von dem betrachteten Spektralbereich entfernt 
liegen, ergeben demnach zwar eine Brechung, aber keine Dis- 
persion ; das hängt damit zusammen, daß die Trägheit der mit- 
schwingenden Teilchen nicht in Betracht kommt, wenn die 
Frequenz klein gegen die Frequenz der Eigenschwingungen ist. 

B) Ag<A. Die rechte Seite von (170) ist positiv und 
nimmt mit abnehmendem A ab. Es nimmt daher, wenn man 
sich von der roten Seite her der Wellenlänge Ag der Eigen- 
schwingung nähert, der Brechungsindex zu, d. h. es liegt der 
Fall der normalen Dispersion vor. 

C) Ag<A. Beim Durchgang durch den Wert A = Ag 
wechselt die rechte Seite von (170) das Vorzeichen, sie wird 
negativ und nimmt, bei weiterem Fortschreiten zu kleineren 
Wellenlängen, dem Betrage nach zu. Es muß demnach, nach 

Drude ~ genau, nach Lorentz und Planck ungefähr 

bei der Wellenlänge der Eigenschwingung, n * — 1 von beträcht- 
lichen positiven zu negativen Werten übergehen. Die Wellen- 
längen, die auf der violetten Seite der Eigenschwingung liegen, 
werden also schwächer gebrochen als die auf der roten Seite 
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liegenden. So erklärt man die anomale Dispersion. Beim 
weiteren Fortschreiten nach der violetten Seite des Spektrums 
nimmt der Brechungsindex wieder zu, indem er dem Werte 1 
zustrebt. 

D) groß gegen L Der Wert 1 des Brechungsindex 
ist nahezu erreicht. Die Eigenschwingung beeinflußt den 
Brechungsindex überhaupt nicht mehr; es schwingen die Elek- 
tronen nicht mehr mit. 

Man wird hiernach aus der Gleichheit der Brechungs- 
indizes eines Körpers für zwei verschiedene Wellenlängen 
schließen dürfen, daß zwischen diesen beiden Wellenlängen 
keine Eigenschwingung der Elektronen liegt. Insbesondere 
wird aus der Übereinstimmung des Quadrates des Brechungs- 
exponenten für sichtbares Licht mit der Dielektrizitätskon- 
stante, die beispielsweise bei Luft und W'^asserstoff festgestellt 
ist, zu schließen sein, daß im ultraroten Spektralgebiete keine 
Eigenschwingungen liegen. P. Drude, der in seiner zweiten 
Arbeit über Dispersion®) das Beobachtungsmaterial in um- 
fassender Weise vom Standpunkte der Elektronentheorie aus 
diskutiert, kommt zu dem Schlüße, daß die ultraroten Eigen- 
schwingungen den trägeren positiven Elektronen, die ultra- 
violetten den mit weit geringerer Trägheit behafteten nega- 
tiven Elektronen zuznschreiben sind. Die Dispersion des 
Wasserstofies wird man hiernach auf die Anwesenheit nega- 
tiver Elektronen zurückzuführen suchen, deren Eigenschwing- 
ungen im Ultravioletten liegen, und wird mit Rücksicht auf die ein- 
fache Bauart der jHj-Moleküle die Annahme einer einzigen schwin- 
gungsfähigen Elektronenart hier als berechtigt ansehen dürfen. 

Stellt man mit H. A. Lorentz die Kettelerschen Messungen 
an Wasserstoff von 0® Celsius imd Atmosphärendruck, wo n 
nur wenig größer ist als 1, durch die Formel dar: 

= 10 707 - 

n* — 1 2 (n — 1) A* ' 

so ergiebt die Vergleichung mit (170 b) für Wasserstoff 

i = 0,0739-10-®. 

7 ’ 
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Hieraus und aus (170a) läßt sich die Zahl p der Polari- 

■ationselektronen im -Moleküle berechnen 

Es ist die Dichte eines Körpers 

d-N M-m , 
h’ 



wo M sein Molekulargewicht, aber die Masse des Wasser- 
stoffatomes ist. 

Es folgt demnach, mit Rücksicht auf Gleichung (1), 



_ « 

c cm 

H 



M 



9660 






und daher aus (170 a) 
(170c) y 



M' 



Es läßt sich auf Grund dieser Gleichung das 
Produkt von Zahl p und spezifischer Ladung ri der 
negatiren Elektronen aus der Konstante y der Disper- 
sionsformel berechnen, falls nur eine einzige Elek- 
tronenart ins Spiel kommt. Für ideale Gase speziell ist 
allgemein 

f = 2,24.10S 

so daß 

(170d) P V = 7,285 • y 

wird. 

Für Wasserstoff folgt ans dem angegebenen Werte von y 
p • 1? = 2,96 . 10’. 

Da p eine ganze Zahl sein muß, so kommt man dem aus 
der Ablenkung der Kathodenstrahlen berechneten Werte von 
am nächsten, wenn man mit P. Drude setzt: 

(170e) p = 2, = 1,48 • 10’. 

Es sind also im .Hj-Moleküle zwei Polarisations- 
elektronen anzunehmen. 

Wir haben der Absorption des Lichtes bei Wellenläi^en, 
welche den Eigenschwingungen der Polarisationselektronen 
entsprechen, nicht Rechnung getragen. Zur Darstellung der 



ä 



Digitized by Google 




§ 30. Eistes Kapitel. Kuhende Körper. 263 

Absorption und auch zur genaueren Verfolgung der Dispersion 
durch den Absorptionsstreifen hindurch wäre die Einführung 
von Dämpfungsgliedem in die Schwingnngsgleichung (168) 
notwendig. Man kann diese Einführung in verschiedener Weise 
vornehmen, entweder, indem man mit P. Drude eine der Ge- 
schwindigkeit proportionale Reibung ähnlich wie in der gewöhn- 
lichen Mechanik annimmt, oder indem man mit M. Planck 
auch hier die Dämpfungsglieder als Rückwirkung der Strahlung 
auffaßt, wobei diese der zweiten Ableitung der Geschwindig- 
keit nach der Zeit proportional werden (vgl. § 9, Gl. 58 b). In 
beiden Fällen erklärt sich das Auftreten derselben Linien im 
Emissionsspektrum und im Absorptionsspektrum auf Grund 
der allgemeinen Schwingimgslehre; die Polarisationselektronen 
sprechen auf diejenigen Wellen an, welche mit ihren Eigen- 
schwingungen in Resonanz sind. 

Wir haben hier nur eine einzige Elektronenart und eine 
einzige Eigenschwingung angenommen. Man kann die mathe- 
matischen Entwickelungen ohne weiteres auf den Fall beliebig 
vieler Eigenschwingungen ausdehnen, indem man jede Eigen- 
schwingung einer anderen Elektronenart zuschreibt. Es ist 
aber die Frage, ob diese Darstellung der Wirklichkeit ent- 
spricht. Dieselben ungelösten Probleme, welche uns die 
Emissionsspektra darboten (vgl. § 9), treten uns auch in der 
Theorie der Absorptionsspektren entgegen. 

§ 30. Magnetische Drehtmg der Folarisationsebene. 

In einem früheren Abschnitte (§ 10) hatten wir von den 
Veränderungen gesprochen, welche die Spektrallinien im mag- 
netischen Felde erfahren. Im einfachsten Falle des normalen 
Zeeman-Effektes werden parallel den magnetischen Kraft- 
linien zwei zirkularpolarisierte Wellen ausgesandt; der Unter- 
schied ihrer Frequenzen ist gleich der spezifischen Ladung der 
Elektronen, multipliziert mit der magnetischen Feldstärke 
(Gl. 60d). Diese Veränderung der Eigenschwingungen der 
Elektronen, die sich in den Emissionsspektren zeigt, kommt 
nun auch in den Absorptionsspektren zur Geltung. An Stelle 
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einer einzigen Linie des Absorptionsspektrums treten bei Ein- 
wirkung eines der Fortpflanzungsricbtung des Lichtes parallelen 
magnetischen Feldes deren zwei, in denen die rechts- bzw. links- 
zirkulare Welle absorbiert wird. Dem direkten Zeeman-Effekt 
der Emission tritt der inverse Zeeman-Effekt der Absorp- 
tion gegenüber. Die Theorie dieser Erscheinung ist von 
W. Voigt“) im Anschlüsse an die Drudesche Theorie der Dis- 
persion entwickelt worden. Die dabei sich ergebenden Einzel- 
heiten des Phänomens hat die Beobachtung vielfach bestätigt. 

Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen, daß die Eigen- 
schwingungen der Elektronen auch außerhalb des Resonanz- 
bereiches von Einfluß sind, daß sie nämlich zu einer Dispersion 
des Lichtes Veranlassung geben. Beim Hinzutreten eines mag- 
netischen Feldes werden nun die Frequenzen der rechts- und 
linkszirkularen Eigenschwingungen der Elektronen in verschie- 
dener Weise abgeändert. Damit hängt es zusammen, daß parallel 
den magnetischen Eraftliuien die rechts- und linkszirkularen 
Komponenten des einfallenden Lichtes mit verschiedenen Ge- 
schwindigkeiten fortgepflanzt werden, und daß so eine Drehung 
der Polarisationsebene zustande kommt. Die Theorie der 
magnetischen Drehung der Polarisationsebene wollen wir in 
diesem Paragraphen behandeln. 

Wir schließen Leitungselektronen und Magnetisierungs- 
elektronen aus. Die beiden Hauptgleichungen (Ib, II b) des 

§ 28 ergeben dann 

(171) curi§- 

(171a) »Uri« — fif, 

dabei ist nach (166 b) zu setzen 

(171b) 4»$ = e + 4a:^. 

Dieses Gleichungssystem ist durch Einführung der Beziehung 
zu ergänzen, welche den Vektor die auf die Volumeinheit 
bezogene elektrische Polarisation, mit der elektrischen Feld- 
stärke 6 verknüpft. Wir haben im vorigen Paragraphen, von 
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der SchwingungBgleichung (168) ausgehend, diese Beziehung 
abgeleitet, wobei wir indessen von einer Einwirkung magneti- 
scher Kräfte auf die Elektronen abgesehen haben. Wir haben 
jetzt den Einfluß eines konstanten magnetischen Feldes auf 
die Elektronenschwingungen in Betracht zu ziehen; wir wollen 
dasselbe der Achse parallel annehmen und den Betrag der 
Feldstärke mit H bezeichnen, zum Unterschiede von der perio- 
disch veränderlichen Feldstärke § der Lichtwellen. Die Differen- 
tialgleichungen, welche für die Komponenten von p gelten, 
gehen aus den Gleichungen (59 a, b, c) der Eigenschwingungen 
hervor, indem die äußeren elektrischen Kräfte in der im vorigen 
Paragraphen dargelegten Weise eingeführt werden. An Stelle 
der Gleichungen (169, 169a) treten dann die folgenden: 



(171c) 






dt* 



dt 



Npe^ 

tn 



(e,+4^(i+s)u,l, 



(i7id) - *'■{ e. + 4»(i + s) ip.) . 



Wir woUen monochromatische transversale Lichtwellen be- 
trachten, welche sich parallel den Magnetkraftlinien fortpflanzen. 
Wir suchen demgemäß die Gleichungen durch Annahme homo- 
gener ebener Wellen zu erfüllen, in denen die Feldstärken von t 
und e in der Weise abhängen, wie es durch den komplexen 

Faktor e ' ‘ ' zum Ausdruck gebracht wird. Die longitu- 

dinalen Komponenten (B, und sind dabei gleich Null zu 
setzen, und es wird, gemäß (171, 171b) 

-n§^ “= e, -I- 

während aus (171a) folgt 

«e, = 

Durch Elimination von folgt 

(172) =-(«*-!)«,, 4;t^, = (n* - l)e„ 
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welches anch immer der Polarisationszustand der Welle 
sein mag. 

Wir wollen nun unter n' bzw. n" die Brechungsindizes 
der rechts- bzw. linkszirkularpolarisierten Wellen verstehen, 
welche sich im magnetischen Felde fortpfianzen. 

Bei Fortpflanzung parallel der «-Achse gilt 

(172a) = 

und daher 

(172b) = = 

wobei das obere Vorzeichen sich auf die rechtszirkulare, das 
untere auf die linkszirkulare Schwingung bezieht; erstere ent- 
spricht einer negativen, letztere einer positiven Drehung um 
die «-Achse. Die Einführung von (172) und (172b) in (171c) 
ergibt 

- 1) j - V* T V, ff) = j 1 + (n* - 1) (i s) } 

oder 

(” 8 ) + 

Diese erweiterte Dispersionsgleichung bestimmt 
die Brechungsindizes und somit die Geschwindig- 
keiten der beiden den Magnetkraftlinien parallel 

fortgepflanzten zirkularpolarisierten Wellen. Der 
Klammerausdruck auf der rechten Seite verschwindet für die- 
jenigen Frequenzen v der Lichtschwingungen, welche den durch 
das magnetische Feld abgeänderten Frequenzen der Eigen- 

schwingungen der Elektronen entsprechen (Gl. 60b). Da wir 
indessen die Absorptionsglieder der Schwingungsgleichungen 
gestrichen haben, so müssen wir uns ein Eingehen auf die inner- 
halb des Absorptionsstreifens zu beobachtenden Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten versagen und uns auf solche Schwingungs- 
zahlen beschränken, welche von denjenigen der Eigenschwingungen 
einigermaßen entfernt sind. Hier bedingt der Einfluß des 
magnetischen Feldes nur eine geringe Abänderung des Brechun^s- 
index. 
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Verstehen wir unter n die gemeinsame Geschwindigkeit 
der beiden Wellen vor Erregung des magnetischen Feldes, 
welche bestimmt ist durch 



(173a) 



n* — 1 + 3+* *'*}' 



SO darf gesetzt werden 
d 



A(;m) = i^:^i + 

Da andererseits aus (173a) folgt; 

dnd/l\ „ m 

dv dn\n* — 1/ ^ inNpe*’ 



m 

iitNpe* 



SO erhalten wir 
(173 b) 



n 



/ I ^ TT^ 

dn 

2 “ d V 



1 Trdn 



Durch die Differenz der Brechungsindizes der rechts- und 
linkszirkularpolarisierten Welle bestimmt sich jetzt die Drehung 
der Polarisationsebene. Diese Ebene ist durch den magneti- 
schen Vektor § der Lichtwelle gegeben, welche durch Super- 
position zweier rechts- bzw. linkszirkularer Wellen gleicher 
Amplitude entsteht. 

Wir können mit Rücksicht auf (172a) und (173b) schreiben: 




Wir können demgemäß den Vorgang, der durch Super- 
position der beiden zirkular polarisierten Wellen entsteht, auf- 
fassen als eine Fortpflanzung einer geradlinig polarisierten 
Welle mit der ursprünglichen, durch den Brechtmgsindex n 
gekennzeichneten Geschwindigkeit, verbunden mit einer Drehung 
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der Polarisationsebene. Die Polarisationsebene, die fär e = 0 
in die (xif)- Ebene fiel, ist nach Durchlaufung der Strecke s 
um den Winkel 



(173 c) 



CD = 



v{n ' — n')z 
2 ^ 



in positivem Sinne um die -Achse gedreht. Die sogenannte 
„Rotationskonstante“ R, welche durch 

(174) <a =■ RzH 



definiert ist, folgt aus (173b); 



(174a) 



7 ) vtln 

2c dv 



Da sich im vorigen Paragraphen der Differentialquotient 
des Brechungsindex n nach der Frequenz v außerhalb des 
Absorptionsstreifens stets positiv ergeben hat, und da rj eine 
positive den Betrag der spezifischen Ladung der negativen 
Elektronen anzeigende Konstante ist, so findet die Drehung der 
Polarisationsebene in positivem Sinne um die mit der magne- 
tischen Feldrichtung zusammenfallende Fortpfianzungsrichtung 
des Lichtes statt. Es erfolgt also die Drehung der Pola- 
risationsebene im Sinne der elektrischen Ströme, 
welche den Elektromagneten erregen. Wird der Strom 
kommutiert, so daß die Richtung des magnetischen Feldes sich 
umkehrt und nun der Fortpflanzungsrichtung entgegen gerichtet 
ist, so kehrt sich auch der Drehsinn der Polarisationsebene 
um. Behält hingegen das magnetische Feld seine Richtung 
im Raume bei, während die Strahlrichtung durch Reflexion 
umgekehrt wird, so geht die Drehung im Raume in demselben 
Sinne weiter. 

Die obige Regel über den Drehsinn der Polarisationsebene 
gilt natürlich nur dann, wenn die Voraussetzungen zutreffen, 
aus der wir sie abgeleitet haben, d. h. wenn die magnetische 
Drehung wirklich auf die Schwingungen der negativen Elek- 
tronen allein zurückzuführen ist, und wenn Magnetisierungs- 
elektronen ausgeschlossen sind. Bei ferromagnetischen Körpern, 
z. B. hei Lösungen von Eisensalzen, gilt sie nicht immer. 
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Ebensowenig dürfte sie zutreffen, wenn die ultraroten Eigen- 
schwingungen der positiven Elektronen für die Drehung wesent- 
lich in Betracht kämen, was allerdings infolge ihrer geringen 
spezifischen Ladung kaum anzunehmen ist 

Wir können (174a) auch schreiben 

(174b) 

Ist die Dispersionskurve gegeben, so kann hieraus die 
mi^etische Drehung und ihre Abhängigkeit von der Wellen- 
länge ermittelt werden. Auf diesen Zusammenhang hat 
H. Becquerel*) hingewiesen; er besteht in manchen Fällen wirk- 
lich, wie er sich denn auch aus der allgemeineren Theorie von 
W. Voigt®*) für den speziellen Fall eines einzigen Absorptions- 
streifens ergibt. Die von der Elektronentheorie geforderte Be- 
deutung der multiplikativen Konstanten der Formel (174b) ge- 
stattet es, aus der beobachteten magnetischen Drehung die 
spezifische Ladung der schwingenden Elektronen zu berechnen. 
So findet L. H. Siertsema®*) z. B. für Wasserstoff den Wert 
(174c) 1 ? = 1,77 • 10’, 

welcher mit den aus der Ablenkbarkeit der Kathodenstrahlen 
und Becquerelstrahlen und aus dem Zeeman-Effekt ermittelten 
Werten der spezifischen Ladung noch besser stimmt als der 
im vorigen Paragraphen aus der Dispersion des Wasserstoffes 
abgeleitete Wert. Für die anderen untersuchten Körper erhält 
allerdings Siertsema durchweg kleinere Werte von rj. 

I 

§ 31. Magnetisierung. 

Wie die Elektronentheorie die Beziehungen, welche zwischen 
der elektrischen Polarisation und der elektrischen Feld- 
stärke 6 bestehen, durch geeignete Annahmen über die Eigen- 
schaften der Polarisationselektronen zu veranschaulichen sucht, 
so muß sie bestrebt sein, die zwischen der Magnetisierung 911 
und der magnetischen Feldstärke ^ obwaltenden Beziehungen 
auf die Mitwirkung der Magnetisierungselektronen zurückzu- 
führen. Diese Magnetisierungselektronen sind nahe verwandt 
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den Molekularströmen, durch welche Ampere und Weber die 
magnetischen Eigenschaften der Körper zu erklären suchen. 
Ob wirklich der Paramagnetismus und der Diamagnetismus 
sich auf umlaufende oder rotierende Elektronen zurückföhren 
läßt, ist von W. Voigt“) und P. Langevin**) untersucht worden. 

W. Weber hat den Diamagnetismus auf die Molekularströme 
zurückgefUhrt, welche beim Entstehen eines magnetischen 
Feldes in widerstandslosen Bahnen induziert werden sollen. 
Dem entsprechen nach P. Langevin die Umlaufsbewegungen 
der Elektronen, welche im Innern der Moleküle beim Entstehen 
magnetischer Felder erregt werden ; dieselben ergeben stets 
eine diamagnetische Erregimg. Größere Schwierigkeiten bietet 
die Erklärung des Paramagnetismus; hier sind die Stöße und 
die sonstigen Wechselwirkungen der Moleküle heranzuziehen, 
und es ist die mittlere Orientierung der Magnetisierungselek- 
tronen in einem gegebenen Felde nach den Methoden der Kine- 
tik zu behandeln; für diese Auffassung spricht der Umstand, 
daß, speziell für Gase, der Paramagnetismus von der Tempe- 
ratur abhängt, im Gegensatz zu dem von der Temperatur nicht 
beeinflußten Diamagnetismus. 

Zur Deutung mancher magnetooptischer Erscheinungen 
reicht die Einführung der Polarisationselektronen aus, wie wir 
im vorigen Paragraphen dargelegt haben. Gewisse magneto- 
optische Eigenschaften der ferromagnetischen Körper indessen, 
insbesondere diejenigen, welche der Magnetisierung parallel 
gehen, erfordern die Heranziehung der Magnetisierungselektronen. 
Was das Verständnis des Ferromagnetismus überhaupt anbelangt, 
so hat die Elektronenhypothese bisher leider keine Erfolge zu 
verzeichnen. Wir sind noch weit davon entfernt, die Anoma- 
lien der ferromagnetischen Körper vom Standpunkte der Elek- 
tronentheorie aus deuten zu können. 

§ 32. Slektrisohe Leitung. 

Nach der Elektronentheorie beruht die Eigenschaft ge- 
wisser Körper, den elektrischen Strom zu leiten, auf der An- 
wesenheit von „Leitungselektronen“, d. h. von elektrischen 
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Teilchen, welche unter der Einwirkung elektrischer Felder 
über größere Strecken hin wandern. Diese Elektronen können 
mit der Masse materieller Atome beladen sein wie bei Elektro- 
lyten, oder sie können frei, d. h. nur mit der ihnen eigenen, 
elektromagnetischen Masse behaftet sein. Gerade in den besten 
Leitern, den Metallen, wird man freie Elektronen als Strom- 
träger anzunehmen haben. Wie wir bereits mehrfach erwähnt 
haben, sind von E. Riecke**) und insbesondere von P. Drude®) 
VorsteUnngen über die Bewegung der Elektronen im Metalle 
entwickelt worden, welche der kinetischen Theorie der Gase 
nachgebildet sind. Pehlen äußere elektrische Kräfte, so sollen 
die Elektronen sich regellos bewegen, ähnlich wie die Moleküle 
eines Gases; die mittlere lebendige Kraft eines Elektrons soll 
gleich derjenigen sein, welche einem Gasmoleküle bei der 
gleichen Temperatur zukommt. Wir bezeichnen mit u die 
mittlere lebendige Kraft eines Moleküls oder Elektrons bei 
der absoluten Temperatur ö- =• 1 (Boltzmann -Drudesche 
Konstante) und setzen 

iwO* = ad' . 



Die Elektronen sollen Zickzackbahnen beschreiben; der 
Stoß, durch den die Bewegungsrichtung geändert wird, kann 
entweder zwischen den Elektronen selbst erfolgen oder an 
den neutralen Molekülen, welche gewissermaßen das feste Ge- 
rüst des MetaUes bilden. 

Welches wird nun der Einfluß eines elektrischen Feldes 
sein? Es wird die unregelmäßige Wärmebewegung der Elek- 
tronen ein wenig abgeändert werden, so daß im Mittel die- 
jenige Bewegungsrichtung überwiegt, nach der die Elektronen 
durch das Feld getrieben werden. Es sei bj die mittlere Ge- 
schwindigkeit der betreffenden Elektronengruppe, die mittlere 
freie Weglänge; beim Durchlaufen der freien Weglänge wird 
das elektrische Feld 6 einem Elektron von der Geschwindig- 
keit bj die zusätzliche Geschwindigkeit erteilen 
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Der Mittelwert dieser Geschwindigkeit ist 

(f . .f ^ _ ffi . h 1^1 
■ m, ■ 2|S,| 'am,»,*' 



Die Multiplikation mit der Ladung und der auf die 
Volumeinheit bezogenen Zahl Vj ergibt als Anteil der Elek- 
tronen der betreffenden Gruppe zur Stromdichte: 






1 

4oc^ 



«1*^1 ix l“: 



XI > 



wenn man von den strengen, das Maxwellsche Geschwindigkeite- 
verteilungsgesetz berücksichtigenden Methoden der Mittelwerts- 
hildung absieht. Durch Summierung der Anteile der ver- 
schiedenen Gruppen folgt die Stromdichte 

* = ® • 4^^(v-i^.ixi»>xi + + •••}. 



Dieselbe ist der Feldstärke proportional, d. h. es gilt 
das Ohmsche Gesetz so lange, als die zusätzliche, durch das 
elektrische Feld erteilte Geschwindigkeit der Elektronen klein 
gegen die mittlere Geschwindigkeit der Wärmebewegung ist; 
unter dieser der obigen Ableitung zugrunde liegenden Voraus- 
setzung erhält Drude für die Leitfähigkeit den konstanten Wert 



Die einfachste Annahme wäre die, daß in den Metallen nur 
eine Sorte freier, und zwar negativer Elektronen den Strom 
transportiert. Doch fragt es eich, ob auf Grund dieser An- 
nahme die thermoelektrischen xmd sonstigen Eigenschaften der 
Metalle sich befriedigend erklären lassen. 

In Gasen sind die Vorgänge, welche die elektrische Leitimg 
begleiten, weit verwickelter als in Metallen. Die freie Weg- 
länge der Elektronen ist hier größer, so daß die durch das 
elektrische Feld erteilte Geschwindigkeit keineswegs immer 
klein gegen diejenige der regellosen Wärmebewegung ist. So 
erklären eich die Abweichungen vom Ohmschen Gesetze, welche 
bei Gasen oft in recht augenfälliger Weise hervortreten. Auch 
lagern sich den freien Elektronen neutrale Moleküle in wech- 
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selnder Anzahl an, wie in § 1 erwähnt wurde. Dort haben 
wir die für die allgemeine Theorie der Elektrizität hedeutungs- 
Tollen Ergebnisse der neueren Untersuchungen über Gasionen 
bereits kennen gelernt. 

§ 33. Das elektromagnetische Feld hochfirequenter Ströme 
in linearen Iieitem. 

Wir hatten bereits in dem einleitenden Kapitel dieses 
Bandes (§ 8) allgemeine Sätze über die Fortpflanzung elektro- 
magnetischer Störungen kennen gelernt. Wir waren dabei aus- 
gegangen von den Feldgleichnngen (I bis IV) der Elektronen- 
theorie imd hatten diese mit Hilfe der elektromagnetischen 
Potentiale, und noch übersichtlicher mit Hilfe des Hertzschen 
Vektors 3, gelöst. War die Dichte des Konvektionsstromes 
der Elektronen gegeben, so ließ sich auf Grund von (47, 
48 c, d, 51 d) das elektromagnetische Feld der bewegten Elek- 
tronen ermitteln. 

In der Bezeichnungs weise, deren wir uns jetzt bedienen, 
werden die elektromagnetischen Vektoren der von den einzelnen 
Elektronen erregten Felder durch e, ^ vorgestellt. Aus den 
Feldgleichungen (I bis IV) der Elektronen! heorie haben wir 
in § 28 durch Mittelwertsbildung die Differentialgleichungen 
(la bis IVa) abgeleitet; dieselben verknüpfen die Mittelwerte e, | 
mit den Mittelwerten der Dichten der Elektrizität imd des 
Konvektionsstromes genau so, wie durch die ursprünglichen 
Gleichungen (I bis IV) die Vektoren e und ^ mit den Dichten 
seihst verknüpft waren. Wir können also dasjenige, was wir 
aus diesen Feldgleichungen ahleiteten, ohne weiteres auf die 
durch Mittelwertsbildung entstandenen Gleichungen (la bis IVa) 
übertragen. Erinnern wir uns ferner, daß wir, um zur Über- 
einstimmung mit den Hauptgleichungen der MaxweUschen 
Theorie (Ib bis IVb) zu gelangen, durch (166) imd (166a) 
i mit (S, I mit 9 identifiziert haben, so erhalten wir 

(175) ® = curl^, l = ct. 

(176) g-(go = Vdiv3-p. 

Abraham, Theorie der Elektriait&t LL 2. Aafl. 18 
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Dabei ist die Feldstärke des anfänglichen elektro- 

statischen Feldes. Es bestimmen sich die elektrische Feld- 
stärke @ und die magnetische Induktion zu einer beliebigen 
Zeit, wenn der Hertzsche Vektor bekannt ist. Dieser aber 
berechnet sich aus den (47) und (51 dj entsprechenden Be- 
ziehungen 

I I 

(177) 

0 0 

(178) 

c 

Als Mittelwert der elektrischen Stromdichte in ruhenden 
Körpern ist dabei der in (165a) angegebene Ausdruck ein- 
zutragen: 

(179) ^ - I -J- i? + c curia», 

der zusammengesetzt ist aus den von den Leitungselektronen, 
den Polarisationselektronen und den Magnetisierungselektronen 
herrührenden Stromanteilen. Von jedem Volumelemente des 
Raumes, in welchem das Zeitintegral (177) dieses Vektors ron 
Null verschieden ist, wird ein Beitrag zum Hertzschen Vektor 
beigesteuert; derselbe eilt mit Lichtgeschwindigkeit nach dem 
Aufpunkte hin, wobei sein Betrag sich in einem, dem zurück- 
gelegten Latenswege umgekehrt proportionalen Maße verringert. 

Es braucht kaum bemerkt zu werden, daß die Beziehungen 
(175) bis (179) sich unmittelbar auf dem in §8 eingeschlagenen 
Wege auch aus den Hauptgleichungen (Ib bis IV b) der Max- 
weUschen Theorie hätten herleiten lassen, von deren Identität 
mit den Gleichungen (la bis IVa) wir uns ja in § 28 über- 
zeugt haben. In der Tat sind die physikalischen Voraussetz- 
ungen, auf denen die Entwickelungen dieses Paragraphen und 
des nächstfolgenden beruhen, von den besonderen Vorstellungen 
der Elektronentheorie unabhängig. 

Wir waren bei der Darlegung der Theorie der elektrischen 
Schwingungen im ersten Bande dieses Werkes auf die Strahlung 
eines Stromsystems nicht eingegangen; wir hatten versprochen. 
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im zweiten Bande diese Lücke anszufüllen. Die allgemeinen 
Sätze über die Ausbreitung elektromagnetischer Störungen, die 
uns in der Mechanik der Elgjdu'onen von so großem Nutzen 
waren, gestatten es uns, jenes Versprechen zu erfüllen nnd 
niinmehr jene für die drahtlose Telegraphie fundamentalen 
Fragen zu erledigen. 

Wir denken uns ein System elektrischer Schwingungs- 
kreise; dasselbe sei von beliebigen, polarisierbaren und magneti- 
sierbaren Körpern umgeben. Es werde, etwa durch den elek- 
trischen Funken, plötzlich ein Schwingungsyorgang ausgelöst. 
Welches elektromagnetische Feld wird erregt? 

Die Gleichungen (175) bis (179) bestimmen die Vek- 
toren ® und ® des gesuchten Feldes. Freilich bedürfen wir 
zur Berechnung von q der Kenntnis nicht nur des Leitungs- 
stromes, sondern auch der Magnetisierung und des an der 
Materie haftenden Anteiles des Verschiebungsstromes. Meist 
werden wir die Stromverteilung in den Leiterkreisen sowie die 
elektrische Polarisation und die Magnetisienmg der umgebenden 
Isolatoren nicht von vornherein kennen; wir werden vielmehr 
meist diese selbst als Unbekannte anzusehen haben, die sich 
erst nachträglich ans der Kenntnis des Feldes ergeben. Unter 
diesen Umständen reichen jene Gleichungen zur Lösung der 
gestellten Aufgabe nicht aus. 

Wir können indessen die Gleichungen (175) bis (179) 
verwerten, wenn wir die Problemstellung passend spezialisieren. 
Wir wollen annehmen, daß die Schwingungskreise sich im 
leeren Raume befinden oder, was praktisch auf dasselbe her- 
auskommt, im Lufträume; alsdann fallen die von der Polari- 
sation und der Magnetisierung der Körper herrührenden Strom- 
anteile fort, es bleibt nur der Leitungsstrom übrig. Dieser 
soll nun in linearen Leitern fließen, d. h. in Drähten, deren 
Querschnittsabmessungen klein sind, sowohl gegen die Länge 
der Drähte als auch gegen die Wellenlänge der in den Raum 
entsandten elektromagnetischen Wellen. Handelt es sich dann 
um die Bestimmung des elektromagnetischen Feldes in Auf- 
punkten, deren Entfernung von den Leitern groß gegen deren 

18* 
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Querschnittsabmessungen ist, so kommt es auf die Yerteilong 
des Stromes J über dea Querschnitt des Leiters nicht an. Es 
kann, wenn dv das Volumen eiäies zylindrischen Leiterstückes 
und di ein Element seiner Leitlinie bezeichnet, gemäß (177) ge- 
setzt werden 



oder 

dabei ist 
(180) 



t t 

qdv — j idvdt -=• di Jdt 
ö 0 

~^dv = qdi\ 




die seit Beginn des SchwingungSTorganges durch den be- 
treffenden Querschnitt hindurchgeströmte Elektrizitätsmenge. 
Es folgt dann aus (178) 

(180a) 3- fdi^JL^ 

als Wert des Hertzschen Vektors in einem Aufpunkte, dessen 
Entfernung r von den stromdurchflossenen Drähten groß gegen 
die Querschnittsabmessungen ist; dieser Wert stellt sich dar 
als ein längs der Leitlinien aller stromdurchflossenen linearen 
Leiter erstrecktes Integral, und zwar hängt der von den Strom- 
elementen beigesteuerte Beitrag von dem Werte von q ab, 

welcher in einem um die Latenszeit ^ zurückliegenden Augen- 
blick die bis dahin durchgeströmte Elektrizitätsmenge angab. 

Wir erhalten übrigens aus (48 a) und (180, 180a) für das 
elektromagnetische Vektorpotential den Ausdruck 

(180b) 

Diese Formel können wir der Formel (168a) in Bd. 1, 
S. 227 an die Seite stellen, welche das Vektorpotential eines 
stationären Stromes in einem linearen Leiter bestimmt. Wir 
haben hier gleich 1 gesetzt, weil wir von dem Felde im 
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leeren Raume reden, wo curlfl sowohl gleich 9 wie ^ ist. 
Der wesentliche Unterschied der beiden Formeln jedoch liegt 
darin, daß dort die jeweilige Stromstärke in Rechnung gezogen 
wurde, während hier die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit 
der von den Stromelementen ausgehenden Wirkungen berück- 
sichtigt ist. Auch durfte dort, weil ein stationärer Strom stets 
ein geschlossener Strom ist, welcher durch aUe Querschnitte 
dieselbe Elektrizitätsmenge führt, J vor das Integralzeichen 
gesetzt werden. Das ist hier nicht ohne weiteres erlaubt; ein 
nicht stationärer Strom kann durch verschiedene Querschnitte 
eines Leiters verschiedene Elektrizitätsmengen transportieren, 
wobei eine Anhäufung von Elektrizität an der Oberfläche des 
Drahtes stattfindet. Der nicht stationäre Strom braucht auch 
keineswegs ein geschlossener zu sein. Wir können uns etwa 
die Enden des Leitungsdrahtes in die einander gegenüber- 
liegenden Platten eines Kondensators mündend vorstellen oder 
auch frei endigend, ln jedem Falle kann das magnetische Feld 
aus (180b) ermittelt werden. Wir erhalten aus dieser Formel 
ein Urteil über den Gültigkeitsbereich der Theorie des quasi- 
stationären Stromes (Bd. I, Abschn UI, Kap. 2), welche auf der 
Formel (Bd. I, 168 a) beruht, und werden befähigt, die Theorie 
auf hochfrequente Ströme in linearen Leitern anzuwenden, die 
weder als quasistationär noch als geschlossen gelten können. 
Bei schnellen Schwingungen ist das magnetische Feld unzer- 
trennlich mit dem elektrischen verknüpft, wie ja auch an Stelle 
des skalaren elektrostatischen Potentiales bzw. des magnetischen 
Vektorpotentiales die beiden elektromagnetischen Potentiale 
treten, die sich aus dem Hertzschen Vektor ableiten (vgl. 48 a, b). 

Auf Grund von (180a) bestimmen wir durch die 
Gleichungen 

(181) § = curl^, 

(181a) e-eo = Vdiv3-^g'^? 

das Feld der elektromagnetischen Störung im Luft- 
räume, welche von schnellen elektrischen Schwin- 
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gungen in linearen Leitern erregt wird. Insbesondere 
beherrschen wir so die Theorie der entsandten Wellen, 
die in der drahtlosen Telegraphie zur Übertragung 
der Signale verwandt werden. 

Wir wenden die allgemeinen Ansätze auf einen Schwingongs- 
kreis an, dessen Abmessungen klein gegen die Wellen- 
länge der entsandten Wellen sind. Dieser Bedingung genügt 
die in Bd. I, § 72 behandelte Anordnung: Ein Kondensator, 
dessen Platten durch einen Leitungsdraht verbunden sind. Hier 
kann der Strom als quasistationär betrachtet werden, falls die 
Kapazität der Leitung gegen diejenige des Kondensators ver- 
schwindet, und es hat die Stromstärke J imd deren Zeitintegral 
q für alle Querschnitte der Leitung den gleichen Betrag. Ver- 
stehen wir unter e die jeweilige Ladung derjenigen Konden- 
satorplatte, in welcher die Leitung endigt, so gilt nach (180) 

I 

(182) 3 ^ ® “ ®o- 

ö 

Dabei ist e, die anfängliche Ladung jener Kondensator- 
platte; die jeweilige und die anfängliche Ladung der ihr gegen- 
überstehenden Platte, in welcher die Leitung beginnt, sind — e, 
bzw. — Cq. 

Wir denken uns einen Aufpunkt, dessen Entfernung von 
dem Schwingungskreise groß gegen die Abmessungen des Kreises 
ist. Die Entfernung braucht darum noch nicht groß gegen 
die Wellenlänge zu sein. Die Entfernung r dieses Aufpunktes 
von den einzelnen Punkten der Drahtleitung ist merklich die 
gleiche; es kann daher in (180a) diese Entfernung vor das 
Integralzeichen gesetzt werden. Dasselbe gilt von q(l — r); 
denn es sollen die Abmessungen des Kreises, und demnach die 
Differenzen der Latenswege, klein gegen die Wellenlänge sein, 
die Schwingungsphasen sind mithin für alle Punkte der Leitung 
zur Zeit des Entsendens merklich die gleichen. Wir erhalten 

(182a) Q = 
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Die hier eingehende Yektorsumme aller Elemente des 
linearen Leiters kann, gemäß den allgemeinen Regeln der 
Vektoraddition, durch einen einzigen Vektor ersetzt werden, 
welcher direkt von dem Anfangspunkt der Leitung zu ihrem 
Endpimkte führt. 

Verstehen wir unter p das Moment des Dipols, welcher 
durch zwei in diesen Punkten befindliche Ladungen ± e ge- 
bildet wird, so können wir schreiben 

(182b) 

Das ursprüngliche elektrostatische Feld der Ladungen + 
wird gemäß Bd. I, Gl. (81), S. 66 gegeben durch: 

eo = -v<p, 9> = -(p„vi) = -div(<'^^). 

Es folgt demnach aus (181, 181a) für das elektromagne- 
tische Feld des Schwingungskreises 

(182c) g_cBri/,j'’2-p’ä|, 

(i82d) 

Lassen wir endlich die ^r-Achse mit der Achse des Dipols 
zusammenfallen, so erkennen wir, daß die erhaltenen Formeln 
durchaus identisch sind mit den Formeln (53, 53a, b) des § 9. 
Dort wird der periodische Wechsel des elektrischen Momentes 
des Dipols durch die Schwingungen eines Elektrons veranlaßt, 
hier durch den quasistationären Leitungsstrom in dem Drahte, 
welcher die Kondensatorplatten verbindet. In Entfernungen, 
die groß sind gegen die Abmessungen des Systemes, kommt 
es, wie wir sehen, nicht auf die Konfiguration des Systemes 
im einzelnen, sondern nur auf das resultierende Moment an. 
Wir können die Formeln (53 c, d), durch welche wir dort das 
Feld darstellten, ohne weiteres auf den vorliegenden Fall über- 
tragen. Zusammenfassend können wir sagen: Das elektro- 
magnetische Feld des quasistationäreii Stromes in 
einem linearen Leiter, welcher die Platten eines Luft- 
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kondensators verbindet, läßt sieb in Entfernungen, 
die groß gegen die Abmessungen des Leiters sind, er- 
setzen durch das Feld eines Dipols, dessen Achse 
der vom Anfangspunkt der Leitung direkt zum End- 
punkt gezogene Fahrstrabl und dessen Ladungen die 
Ladungen ±e der Eondensatorplatten sind. 

Wir dürfen unsere Formeln nur auf einen Luftkondensator 
an wenden, weil wir bei der Berechnung des Hertzschen Vektors 
in (179) nur den Leitungsstrom berücksichtigt hatten, aber 
nicht die von der Polarisation und der Magnetisierung der 
umgebenden Körper herrührenden Stromanteile. Wie ändern 
sich die Ergebnisse unserer Betrachtungen, wenn man an 
Stelle des Lnftkondensators einen Kondensator setzt, der mit 
einem dielektrischen Körper gefüllt ist? Dann ist der an der 

Materie haftende Bruchteil des Verschiebungsstromes dem 

Leitimgsstrome hinzuzufügen. Die elektrische Verschiebung 
ist nun von der mit der Ladung -|-e versehenen Platte durch 
das Dielektrikum nach der mit der Ladung — e versehenen 
gerichtet. Der Verschiebungsstrom ei^änzt den Leitungsstrom 
im Drahte zu einer geschlossenen Strömung, er ist dem Strom- 
elemente, das von der Ladung — e nach -)- c geht, und welches 
den Leitungsstrom hinsichtlich der Fern Wirkung ersetzt, ent- 
gegen gerichtet. Würde der gesamte Verschiebungsstrom in 
Rechnung zu setzen sein, so würde seine Femwirkung die- 
jenige des Leitungsstromes gerade aufheben. Da aber nur der 

Bruchteil 1 — ^ in Rechnung zu ziehen ist, so wird die Fem- 
wirkung nicht aufgehoben, sondern nur im Verhältnis 1 : s ver- 
ringert. Wir können das Ergebnis auch so ansdrücken: Ist 
der Raum zwischen den Kondensatorplatten mit einer 
dielektrischen Substanz erfüllt, so ist für die Fern- 
wirkung das Moment der freien Ladungen der Kon- 
densatorbelegungen maßgebend. 

Für die drahtlose Telegraphie ist die Kenntnis der Feld- 
stärken in der Wellenzone von Wichtigkeit; diese bildet sich 
in Entfernungen vom Schwingungskreis, die groß gegen die 
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Wellenlänge sind. Die Feldstärken des Dipols werden hier 
durch (54) gegeben; sie sind am größten in Richtungen senk- 
recht zur Achse des Dipols. Hier wird 






r IdlMl-r 



Die elektrische Feldstärke ist dabei parallel, die magne- 
tische senkrecht zur Achse des Dipols gerichtet. Ist d der 
Abstand der Kondensatorplatten, d. h. der Abstand der einander 
gegenüberliegenden Enden der Leitung, so wird speziell für 
einfach harmonische Schwingungen yon der Schwingungszahl v 
(in 2;r Sekunden) 

(182e) 



Die Wellenamplitude ist proportional derLadungs- 
amplitude und dem Abstand der Kondensatorplatten 
sowie dem Quadrate der Schwingungszahl, umgekehrt 
proportional der Dielektrizitätskonstanten und der 
Entfernung. 

Man könnte nun daran denken, die Reichweite der funkeu- 
telegraphischen Signale dadurch zu vergrößern, daß man die 
Kapazität des Kondensators steigerte; denn die Ladungsamplitude 
e ist ja gleich dem Produkte aus der Spannungsamplitude, welche 
durch die Schlagweite der Funkenstrecke bestimmt ist, und 
aus der Kapazität. Nun ist aber, wie aus der Formel (Bd. I, 
Gl. 192c, S. 291) hervorgeht, bei gegebener Selbstinduktion der 
Leitung v* umgekehrt proportional der Kapazität K des Kon- 
densators. Vergrößert man die Kapazität, indem man d und c 
konstant hält, d. L indem man die Fläche der Kondensator- 
platten vergrößert, so bleibt trotz der Vei^ößerung der 
Ladungsamplitude die Wellenamplitude die gleiche. Erreicht 
man jedoch die Steigerung der Kapaziiät durch Verringerung 
des Plattenabstandes d oder durch Wahl eines Isolators von 
größerer Dielektrizitätskonstante £, so verkleinert man sogar 
die Amplitude der entsandten Wellen. Der Vergrößerung der 
im Schwingungskreise aufgespeicherten Energie entspricht mit- 
hin keineswegs eine Steigerung der ausgestrahlten Energie. 
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Überhaupt ist die Verwendung nahezu geschlossener Bireise 
und quasistationärer Ströme für die Zwecke der drahtlosen 
Telegraphie nicht günstig. Bei einer solchen Anordnung zer- 
stören sich, wie wir gesehen haben, die Beiträge der einzelnen 
Stromelemente fast vollständig, während im Gegenteil eine 
Verstärkung der von den einzelnen Stromelementen herrührenden 
Wellen anzustreben ist. Das Zusammenwirken der Wellen 
aller Stromelemente wird erreicht bei den geradlinigen Sen- 
deantennen, die man in der drahtlosen Telegraphie verwendet. 
Mit ihrer Theorie wird sich der nächste Paragraph beschäftigen. 

Wir wollen, um Mißverständnisse auszuschließen, nochmals 
betonen, daß die in den Gleichungen (182, 182a) vor- 
genommene Spezialisierung nur d ann erlaubt ist, wenn die 
Abmessungen des nahezu geschlossenen Kreises klein gegen 
die Wellenlänge sind: nur in diesem Falle setzen sich die von 
den einzelnen Stromelementen erregten Wellen zu einer einzigen 
Welle zusammen, welche von der Lücke der Leitung auszugehen 
scheint. Hat man es hingegen mit einem nahezu geschlossenen 
Kreise zu tun, dessen Abmessimgen nicht klein gegen die 
Wellenlänge sind (z. B. einem Hertzschen Resonator ohne ein- 
geschaltete Kapazität), so hat man den Hertzschen Vektor ans 
den allgemeineren Gleichungen (180, 180 a) zu berechnen. Die 
Stromstärke J und ihr Zeitintegral q haben hier keineswegs 
für alle Querschnitte den gleichen Wert, da die Kapazität der 
Leitung nicht zu vernachlässigen ist. Auch haben die Bei- 
träge, die, von verschiedenen Stromelementen des Kreises ent- 
sandt, gleichzeitig in einem entfernten Aufpunkte eintreffen, 
in diesem Falle Latenswege zurückgelegt, deren Differenzen von 
der Ordnung der Wellenlänge sind; es sind demnach für die 
einzelnen Stromelemente verschiedene Schwingungsphasen in 
Betracht zu ziehen. Aus diesen Gründen ist es nicht gestattet, die 
Femwirkung eines geschlossenen Schwingungskreises allgemein 
gleich Null zu setzen und die Femwirkung einer nngeschlossenen 
Leitung stets ' von den Enden ausgehen zu lassen. Im all- 
gemeinen geht die Strahlung keineswegs von den 
Enden der Leitung, sondern von allen Stromelementen 
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der Leitung aus. Auch ein geschlossener Kreis ent- 
sendet daher im allgemeinen, wenn er Ton schnell 
wechselndem Strom durchflossen ist, elektromagne- 
tische Wellen. Nur dann, wenn seine Abmessungen klein 
gegen die Wellenlänge sind, wird die Vektorsumme aller Strom- 
elemente gleich Null; aus diesem Grunde, und weil dieselbe 
Schwingungsphase für alle Stromelemente in Betracht kommt, 
verschwindet das Feld in entfernten Aufpunkten, und somit 
die Strahlung des geschlossenen Kreises. 

§ 34. Die Strahlung von Sendeditlhten. 

Wir denken uns einen geradlinigen Draht, von der Länge 2h, 
frei im Raume befindlich. Es mögen, etwa durch den elek- 
trischen Funken, die elektrischen Eigenschwingungen dieses 
Drahtes erregt sein. Wir nehmen an, daß für die Fortpflanzung 
von Drahtwellen längs eines Einzeldrahtes, wenigstens an- 
genähert, dieselben Gesetze gelten, die wir für zwei ParaUel- 
dröhte bewiesen haben (Bd. I, §§ 79, 81, 82), d. h. daß die Ge- 
schwindigkeit der Fortpflanzung längs der Leitung der Ge- 
schwindigkeit c gleich ist, mit welcher die Wellen sich im 
Raume ausbreiten, imd daß am freien Ende eine einfache Re- 
flexion der Stromwelle stattfindet. Treffen diese Voraussetzungen 
zu, so werden sich stehende Wellen längs des Drahtes aus- 
bilden, die an den freien Enden Stromknoten besitzen, während 
die etwa sonst noch vorhandenen Stromknoten in Abständen 
von je einer halben Wellenlänge aufeinander folgen. Dem ent- 
spricht der Ansatz 

(183) J” = o • sin iyt) • cos , 

falls n eine ungerade ganze Zahl und 

ist. Die hierdurch dargestellten ungeradzahligen Eigenschwin- 
gimgen besitzen in der Mitte des Drahtes, bei S =- 0, ein 
Maximum des Stromes; die Konstante o gibt die Stromampli- 
tude daselbst an. Stromknoten liegen bei 
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(183b) S “ ± ~ wo m ^ n 

eine ungerade ganze Zahl ist. Die durch n = 1 gegebene 
Gmndscbwingung hat nur zwei Stromknoten, und zwar an den 
Drahtenden; ihre Wellenlänge ist 

(183c) = 

d. h. sie ist gleich der doppelten Drahtlänge, während fhr die 
Oberschwingungen die Drahtlänge 2h ein ganzzahliges Viel- 
faches der halben Wellenlänge ist, wie die Gleichung 

(183d) A, - ® = ■‘J* 

besagt Die durch (183b) bestimmten » 1 Stromknoten 
teilen den Draht in n Strecken, deren jede einer halben Wellen- 
länge gleich ist Von den geradzahligen Eigenschwingungen, 
welche in der Mitte einen Stromknoten besitzen, sehen wir 
hier ab. 

Inwiefern die theoretischen Voraussetzungen des Ansatzes 

(183) zutrefiFen, mag zunächst unerörtert bleiben. Wir denken 
uns diese StromTerteilung experimentell festgesteUt. Die Grund- 
formel (180 a) bestimmt dann den Hertzschen Vektor und 
somit die Pemwirkung des Drahtes. Aus der durch (180) 
bestimmten Größe 

folgt nach (180a) als Komponente des Hertzschen Vektors 

(184) 3. - v/y 7 - »•))• 

-A 

Die beiden anderen Komponenten von Q verschwinden. 
Auf Grund von (181, 181 a) bestimmt sich hieraus das elektro- 
magnetische Feld in Entfernungen, die groß gegen die Ab- 
messungen des Drahtquerschnittes sind. Der von l = ct un- 
abhängige Teil des Ausdruckes (184) rührt von der anfäng- 
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liehen Ladungsrerteilung her und ergibt deren elektrostatisches 
Feld (Bq. Uns interessiert nur das periodisch wechselnde Feld 
der Schwingung; wir setzen daher für die Hertzsche Funktion 



(184a) 

-h 

und erhalten aus (181, 181 a) die Komponenten der Feldstärken: 



(184 b) 
(184 c) 



A _ 1*8. 

dydV dxdl’ 

5 = ff 

dxdz’ dydz’ 



d'S. 

dz 



^3. 

dl' ■ 



Wir wollen diese Ausdrücke zur Ermittelung der vom 
Drahte ausgesandten elektromagnetischen Wellen verwerten. 
Wir wählen einen Aufpunkt, dessen Entfernung r,, vom Mittel- 
punkte des Drahtes groß sowohl gegen die Wellenlänge als 
auch gegen die Drahtlänge ist. Im Nenner des Integranden 
in (184a) kann dann r durch r, ersetzt werden, hingegen im 
Argumente des im Zähler auftretendeu Kosinus ist zu setzen 

r = ro - g cos «■j, 

oder 

(185) r = ro — g«, m = cos ■üj, 

wobei •Ö'o den Winkel anzeigt, welchen der vom Drahtmittel- 
punkte nach dem Auipnnkte hin gezogene Fahrstrahl tg mit 
der Drahtachse einschließt. Die Unterschiede der Latenswege 
der von verschiedenen Punkten des Sendedrahtes entsandten 
und gleichzeitig im Auj^unkte eintreffenden Wellen kommen 
hier wesentlich in Betracht. 

Wir erhalten 

(185a) 8. » - ^/dg cos cos ( J (Z _ rg) -h ^) • 



J 
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Nnn ist offenbar 
+ * 



J’rfSco8(^^8inC^^- 

- h 



0 , 



infolge von (183 a) ergibt ferner eine einfache Rechnung 




-» 



Demnach erhalten wir als Wert der Hertzschen Fnnk- 
tion des Sendedrahtes in der Wellenzone: 




Dieser Ausdruck entspricht der Hertzschen Funktion eines 
der ;är -Achse parallelen Dipols (vgl. 53), doch ist für die ver- 
schiedenen, durch u bestimmten Richtungen ein verschiedenes 
Moment des Dipols in Rechnung zu setzen. Dies ist das Er- 
gebnis der Superpositiou der von den Stromelementen des 
Drahtes herrührenden Wirkungen, welche in verschiedenen 
Phasen im Aufpunkte eintreffen. 

Bei der Berechnung der Feldstärken aus (184 b, c) braucht 
nur das Argument des von l und abhängigen Kosinus 
differentiiert zu werden, da in großen Entfernungen die übrigen 
durch Differentiation nach den Koordinaten entstehenden Terme 



fortfallen. Man erhält eine Orientierung der Vektoren 6 und 
^ in der Wellenzone, welche ganz derjenigen des Dipols 
entspricht. Konstruiert man auf der Kugelfläche, welche die 
Lage der Welle angibt, das System der Längen- und Breiten- 
kreise, indem man die Schnittpunkte der verlängerten Draht- 
achse mit der Kugel als Pole wählt, so findet man den elek- 
trischen Vektor überall den Meridianen, den magnetischen den 
Breitenkreisen parallel weisend. Die Beträge der beiden Vek- 



toren sind 

(185c) |ei = |^| 



c r, Yl'—Ü' 
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Über die Verteilung der Feldstärken längs der Meridiane 
ist folgendes aaszusagen: Ihren maximalen Betrag haben 
die Feldstärken am Äquator der Kugel (wo, gemäß (185), 
M = 0, ■^0 = Y Grundschwingüng (w = 1) 

nehmen sie allmählich nach den Polen hin ab, um 
dort zu verschwinden. Die Oberschwingungen hin- 
gegen haben die durch 

(185 d) w = ± ^ (wt ^ n eine ungerade ganze Zahl) 

gegebenen Breitenkreise als Knotenlinien. Hier zer- 
stören sich durch Interferenz die von den einzelnen Strom- 
elementen des Sendedrahtes ausgehenden Wellen. 

Es fällt auf, daß die Amplitude (185 c) der von den Eigen- 
schwingungen des Sendedrahtes erregten Wellen die Länge des 
Drahtes nicht enthält. Man könnte zunächst versucht sein, 
dieses Ergebnis für irrig zu halten, da ja die Amplitude der 
entsandten Wellen der Länge des stromführenden Drahtes pro- 
portional sein muß; dabei würde man aber übersehen, daß mit 
der Länge des Drahtes auch die Wellenlänge gesteigert wird. 
Da die Amplitude der entsandten Wellen nicht der Stromstärke 
selbst, sondern deren zeitlicher Änderung proportional ist, so 
kompensiert die Abnahme der Femwirkung infolge der Ver- 
ringerung der Frequenz die Zunahme infolge der Vergrößerung 
der wirklichen Drahtlänge. Von der Antennenlänge ist 
die Fernwirkung unabhängig. Es ist, wenn man mög- 
lichst intensive Wellen zu erregen wünscht, die maxi- 
male Stromamplitude a im Sendedrahte möglichst zu 
steigern. Für eine gegebene Antenne geht nun zwar die 
Stromamplitude der Spannungsamplitude parallel. Doch kann 
man, wenn die Spannungsamplitude vorgeschrieben ist, die 
Stromamplitude steigern, indem man Antennen von möglichst 
großer Kapazität pro Längeneinheit (d. h. möglichst dicke Drähte) 
wählt; auf demselben Prinzip beruht die Steigerung der Fem- 
wirkung, die man in der drahtlosen Telegraphie durch Käfig- 
antennen erzielt. Durch Vergrößerung der Antennenlänge aber 
werden die Wellenamplituden nicht vergrößert. 



i 
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Wir schreiten zur Berechnung der pro Sekunde entsandten 
Gesamtstrahlung. Aus dem Poyntingschen Satze folgt 

®r. - ^ • I « 1 • I ^ I = C08*(v< -?^).COS*(^) . (1 - U*)- 

Die Mittelwertsbildung über eine Reihe von Schwingungen 
und die Integration über die ganze Kugel vom Radius er- 
gibt als Energieverlust durch Strahlung 
+ 1 

iK — ^ r //.. n _ ..»VI 

dt 



jJ du C08*("*“) (1 - M*)- 
-1 

+ l 

+ 1^) (1 + cos*««) 



(1 

■2c J 



-|- COS*««). 



Da n eine ungerade ganze Zahl ist, können wir schreiben 

(186) - = i; . C., 

wo abkürzxmgsweise gesetzt ist 

+ 1 tftn 

(186a) ^^^(l-cos*«(l-M))=y"^(l-cosa;). 

Es handelt sich noch um die Berechnung dieses tran- 
szendenten Integrals. Wir zerlegen dasselbe in vier Integrale: 

00 4c 00 

^ I dx / da; I ( 1 cosa;) , fdrcoix 

" J ~J i(f+‘x) V U(l-l-x) “ ^ 1 ^ 



iff <1 



und berechnen jedes derselben. Die Summe der beiden ersten 
ist 

S/in cn 

<186b) 

0 %nn 
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Für das dritte Integral schreiben wir 

CD oe 

(186c) /^ ( - coBx] = / - cos x) 

0 0 

-/?(«-■ -.-y- 

0 

Nun folgt aus 

— cosa;) = f dxj — cosa:e“*>'} 

0 0 0 

durch Vertauschung der Integrationsfolge 

(*■' - ““*) -/‘*s'(i^ - r+i,-)> 

wenn die bekannte Formel*) berücksichtigt wird: 

CO 

J‘ ixe~^^ cosa: = 

0 

Es ergibt sich demnach 

(186d) CO.*) - - 0. 

0 ’ 

Der zweite Bestandteil von (186c) aber läßt sich auf 
Ghrund einer von Dirichlet herrührenden Formel**): 

00 

(186e) (c- - . !;i) - - - 0,677216 . . . 

mit der F-Funktion und mit der sogenannten Eulerschen Kon- 
stanten in Verbindung bringen. 

*) Vgl. z. B. Riemann- Weber, Partielle Differentialgleichungen. 
I § 19, Gl. 2, S. 43. 

•*) G. L. Dirichlet, Journal f. reine n. angew. Mathem. 15, S. 260. 1836. 
Abraham, Theorie der ElektrUit&t. II. 2. Aufl. 19 
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Der vierte Term im Ausdruck von endlich ^t sich 
durch partielle Integration auf die Form einer halbkonvergenten 
Reihe bringen 

OD 

/ i O/* £\ f* J 1 ® ^ I ^ • 

^ ^ J ^ X (2»m)* (2wn)‘ (2«n)* 

StTr 

In dieser Reihe ist der Rest stets kleiner als das letzte 
beibehaltene Glied; sie ist demnach, wenn man möglichst genau 
zu rechnen wünscht, mit dem kleinsten Gliede abzubrechen. 
Aus (186 b, c, d, e, f) folgt jetzt 

(187) C, = in(2.«) + 0,577 + ® + • • . 

Durch (186) und (187) bestimmt sich die mittlere 
sekundliche Gesamtstrahlung der Eigenschwingungen 
des Drahtes. Dieselbe wächst bei gegebener maximaler 
Stromamplitude mit der Ordnungszahl der Schwingung; je 
größer die Ordnungszahl, desto rascher konvergiert die Reihe 
(187). Für die Grundschwingung findet man den 
numerischen Wert 

(187 a) “^.(7, = 1,22.^ 

der mittleren sekundlichen Gesamtstrahlung. Die maxi- 
male Stromamplitude a ist dabei elektrostatisch zu messen. 

Die hier gegebene Berechnung der Strahlung eines Wellen- 
erregers beruht auf der Annahme, daß die aus der Theorie 
der stehenden Drahtwellen geläufigen Yorstellnngen sich ohne 
weiteres auf den Erreger übertragen lassen. Es kann be- 
zweifelt werden, ob diese Übertragung von vornherein be- 
rechtigt ist. In der Tat, die Frage nach dem zeitlichen Ver- 
laufe der Eigenschwingungen eines Hertzschen Erregers war 
viele Jahre hindurch eine strittige. Während H. Hertz und 
V. Bjerknes die Vorstellung vertraten, daß der Erreger nur eine 
einzige hauptsächlich durch Strahlung gedämpfte Schwingung 
aussende, schlossen sich andere Forscher einer von Sarasin 
und de la Rive aufgesteUten Hypothese an, indem sie die 
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Strahlung des Hertzschen Erregers als ein kontinuierliches 
Spektrum ungedämpfter Schwingungen ansahen. In Anbetracht 
dieser Sachlage meinte ich, als ich die Behandlung des 
Problems in Angriff nahm^), auf die Analogie der Drahtwelleu 
nicht bauen zu dürfen. Ich zog es vor, auf die Maxwellschen 
Gleichungen zurückzugehen und durch Integration derselben 
gleichzeitig das Feld und die Perioden und Dämpfungs- 
dekremente der Eigenschwingungen zu ermitteln. Das gelang 
für einen stabförmigen Leiter, d. h. für ein sehr gestrecktes 
Rotationsellipsoid. Es ergab sich die theoretische Möglichkeit 
einer unendlichen Reihe gedämpfter Eigenschwingungen; ihre 
Wellenlängen fanden sich in erster Annäherung in Überein- 
stimmung mit der oben dargelegten elementaren Theorie 
(GL 183d), während die durch die Strahlung bedingten loga. 
rithmischen Dekremente der Amplituden durch die Formel 
dargestellt wurden: 



(187 b) 






dabei ist h der Radius des äquatorialen Leiterquerschnittes 
(7, die durch (186a) definierte und in (187) ausgewertete Kon- 
stante; man bemerkt, daß mit wachsender Ordnungszahl die 
Amplitudenabnahme während einer Schwingung geringer wird. 

Jede einzelne der Eigenschwingungen ist gekennzeichnet 
durch die Enotenflächen des magnetischen Feldes. Dieses sind 
konfokale Rotationshyperboloide, deren Brennpunkte in den 
Enden des Leiters liegen; dieselben schneiden den Leiter in 
den Stromknoten (für ungerades n werden diese durch [183 b] 
bestimmt), während ihre Asymptotenkegel die Richtungen an- 
geben, in denen die Strahlung yersch windet (185 d für un- 
gerades n). Für alle geradzahligen Eigenschwingungen ist die 
Aquatorebene eine Knotenebene des magnetischen Feldes; für 
sie ist die Mitte des Leiters ein Stromknoten und Spannungs- 
bauch; hingegen ist für die oben behandelten ungeradzahligen 
Eigenschwingungen der äquatoriale Querschnitt ein Strombauch 
und ein Spannungsknoten. 

19 * 
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Die theoretischen Gesetze der Knotenflächen und Bauch- 
flächen des magnetischen Feldes wurden durch die sorgfältigen 
experimentellen Untersuchungen von F. Kiebitz bestätigt (fflr 
n — 3). Derselbe stellte das Yorhandensein der ungeradzahligen 
Oberschwingungen bis n = 17 fest, es fehlten hingegen die 
geradzahligen Eigenschwingungen des Sendedrahtes; entsprechend 
der angewandten Erregungsweise (Funkenstrecke in der Mitte), 
bei welcher im Anfänge die Spannung in zwei symmetrisch 
liegenden Punkten des Erregers entgegengesetzt gleich ist, 
bildeten sich nur diejenigen Eigenschwingungen aus, welche 
in der Mitte d^ Drahtes einen Spannungsknoten besitzen. 

Wir müssen uns hier ein genaueres Eingehen auf die 
strenge Theorie des stabformigen Senders versagen. Die obige 
mehr elementare Abteilung der Strahlung eines Sendedrahtes 
habe ich später veröffentlicht, als diese Dinge für die drahtlose 
Telegraphie von aktueller Bedeutung wurden. Bei der ur- 
sprünglichen Marconischen Senderanordnung wird der eine Pol 
einer Funkenstrecke mit der Antenne, der andere mit der Erde 
verbunden. Man bat es also hier nicht mit einem frei im 
Raume schwingenden Draht zu tun, es ist vielmehr die Erde 
in Betracht zu ziehen. Das kann aber in sehr einfacher Weise 
geschehen, wenn man mit Rücksicht auf die Wahrnehmung, 
daß die Wellen nicht merklich in die Erde eindringen, die 
Erde als gut leitend betrachtet, oder optisch gesprochen, als 
spiegelnd. Die an der Oberfläche eines vollkommenen Leiters 
geltende Grenzbedingung, daß die elektrischen Kraftlinien senk- 
recht stehen, wird, wie die Theorie ergibt, von allen ungerad- 
zahligen Eigenschwingungen des freien Sendedrahtes an der 
Aquatorebene erfüllt. Spiegelt man die von der Erde 
senkrecht bis zur Höhe h aufsteigende Sendeantenne an der 
ebenen Erdoberfläche und zieht die ungeradzahligen Eigen- 
schwingungen des entstandenen geraden Drahtes von der 
Länge 2A in Betracht, so erhält man ein elektromagnetisches 
Feld, welches an der Erdoberfläche der gestellten Grenzbedingung 
Genüge leistet; dasselbe ist oberhalb der Erdoberfläche mit dem- 
jenigen der wirklichen Sendeantenne identisch. Für die draht- 
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lose Telegraphie kommt nun hauptsächlich die Grundschwingung 
in Betracht. Aus unserem Spiegelungsverfahren und aus Glei- 
chung (183c) können wir schließen: Die Wellenlänge der 
Grundschwingung einer Sendeantenne ist gleich ihrer 
vierfachen Höhe. Die Höhe ist dabei von der Erde an zu 
rechnen, entsprechend dem Umstande, daß die Spannung des 
untersten, der Erdoberfläche zugehörigen Punktes der Leitung.^ 
gleich Null ist. Das Dämpfungsdekrement der Grund- 
Bchwingung ist nach (187a, b) 




Diese Formel bezieht sich allerdings zunächst auf eine 
Antenne, deren Querschnitt nach der Spitze hin allmählich 
abnimmt. Immerhin wird man sie auch auf zylindrische 
Drähte anwenden können, wie es ja überhaupt auf den genauen 
Zahlwert des als Argument des Logarithmus auftretenden 
Quotienten ankommt. 

Man erhält z. B. für b = 0,1 cm, und 

für h = 25 Meter, = 100 Meter : tf, = 0,23, 
für h = 250 Meter, Aj = 1000 Meter :tfj = 0,19. 

Meist wird man, bei der Verwendung eines ein- 
zelnen Sendedrahtes, mit dem Werte ff, — 0,2 des 
Strahlungsdekrementes rechnen können. Ihm entspricht 
ein Herabsinken der Wellenamplituden auf den Teil nach 
fünf ganzen Schwingungen. Dieser immerhin beträchtliche 
Wert der Dämpfung stimmt mit der allgemeinen Erfahrung 
überein, wonach die Resonanzkurve einer solchen einfachen 
Antenne eine ziemlich flache, der Bereich des Ansprechens 
mithin ein ziemlich weiter ist. Die Bedingungen für eine ab- 
gestimmte Telegraphie sind bei dieser einfachsten Anordnung 
recht ungünstige. Übrigens kommt neben der Dämpfung dtirch 
Strahlung diejenige durch Joulesche Wärme in Frage; ihr Be- 
trag ist allerdings verhältnismäßig gering; die Wärmeentwicke- 
lung in der metallischen Leitung ist gegen die Ausstrahlung 
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ganz zu vemachlässigen; höchstens könnte die in der Funken- 
strecke entwickelte Wärme in' Rechnung zu ziehen sein. 

Weitere Ausführungen über die Probleme, die mit der 
Theorie der elektrischen Wellen und der drahtlosen Telegraphie 
Zusammenhängen, finden sich in dem vom Verfasser dieses 
Werkes herrührenden Artikel in der Enzyklopädie der mathe- 
^ matischen Wissenschaften (Bd. V. Art. 18), auf den wir hier 
verweisen müssen. 



Zweites Kapitel. 

Bewegte Körper. 

§ 35. Die erste Hauptgleiohung für nicht msignetisierbare 

Körper. 

Wir haben im vorigen Kapitel (§ 28) die Hauptgleichungen 
der Elektrodynamik ruhender Körper aus der Elektronentheorie 
abgeleitet; wir sind dabei von den Gleichungen (la bis IV a) 
ausgegangen, welche sich durch Mittelwertshildung über die 
Felder der einzelnen Elektronen ergeben hatten. Die auftreten- 
den Mittelwerte * haben wir mit der magnetischen Induk- 
tion ® und der elektrischen Feldstärke 6 identifiziert (Gl. 16H, 
166a); so ergaben sich die Grundgleichungen: 



(Ic) 


curl © = 


1 2® , in 
c dt ' c 


(llc) 


curl @ = 


_ 1 m 

c dt ’ 


(IHc) 


div 6 = 


Atiq, 


(IVc) 


div © = 


0. 



Indem wir die Beiträge berechneten, welche die Leitungs-, 
Polarisation s- und Magnetisierungs-Elektronen zu der mittleren 
Dichte der Elektrizität und des Konvektionsstromes beisteuerten, 
erhielten wir die Grundgleichungen (Ib bis IV h), welche der 
Maxwell-Hertzschen Theorie gemäß für ruhende Körper gelten. 
Es entsteht jetzt die Aufgabe, für bewegte Körper die Gruud- 
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gleichungen der Elektrodynamik anfzustellen. Dabei kann die 
Maxwell-Hertzscbe Theorie nicht mehr als Wegweiser dienen. 
Denn jene Theorie befindet sich, wie am Schlüsse des ersten 
Bandes gezeigt worden ist, gerade auf dem Gebiete der Elektro- 
dynamik bewegter Körper nicht durchweg in Übereinstimmung 
mit der Erfahrung. Wir werden von den aufzustellenden Grund- 
gleichungen fordern müssen, daß sie den Ergebnissen der Ver- 
suche, die über die elektromagnetischen und optischen Voi^änge 
in bewegten Körpern angestellt sind, Rechnung tragen. 

Wir verstehen unter tu die Geschwindigkeit der Materie; 
diese Geschwindigkeit hängt im allgemeinen vom Orte ab. Die 
experimentell zu erreichenden Geschwindigkeiten sind so klein 
gegen die Lichtgeschwindigkeit, daß 

klein gegen 1 ist 

Wir werden uns zunächst damit begnügen müssen, für 
solche ,4 an gs amen" Bewegungen die Grundgleichnngen abzu- 
leiten. Verstehen wir unter I) ' dieRelativgeschwindigkeit der Elek- 
tronen gegen die Materie, so wird die gesamte Geschwindigkeit 
der Elektronen, die in (Ic) eingeht: 

(188) b = W-fd'. 

In diesem Paragraphen wollen wir uns auf nicht ma- 
gnetisierbare Körper beschränken; wir werden demgemäß 
umlaufende Magnetisierungselektronen außer Betracht lassen 
und nur Leitungs- und Polarisations-Elektronen berücksichtigen. 

Wie in §28, Gl. 165, sichergab, ist diemittlere Dichte 
"q der Elektrizität mit der Dichte der freien Elektrizität im 
Maxwellschen Sinne identisch: 

(188a) ^ = p — divip. 

Der mittlere Konvektionsstrom der Elektronen 
setzt sich, gemäß (188), aus zwei Bestandteilen zusammen: 

(189) pb=ptt-|-^, 

nämlich dem Konvektionsstrom der mit der Materie be- 
wegten freien Elektrizität, und dem von der Bewegung 
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der Elektronen relativ zur Materie herrflhrenden Strome. Zn 
diesem letzteren Strome steuern einerseits die Leitungselektronen, 
andererseits die Polarisationselektronen bei 

Die relative Bewegung der Leitungselektronen gegen den 
Körper macht sich als ein Leitungsstrom bemerkbar, dessen 
Dichte ist 

(189a) = 

Bei der Herstellung des durch ^ gekennzeichneten elek- 
trischen Momentes der Volumeinheit ist durch ein Flächenelement 
df die Elektrizitätsmenge ^„df in dem durch die Normale n 
angegebenen Sinne hindurchgetreten; das wurde in § 28 nach- 
gewiesen und gilt für einen bewegten Körper genau so wie 
für einen ruhenden. Es soll nun der Strom bestimmt werden, 
der von den Polarisationselektronen durch eine ungeschlossene 
Fläche f des Körpers transportiert wird. War zur Zeit t die 
mit den Polarisationselektronen durch f geschobene Elektrizität 
gleich ^ 

so ist sie zur Zeit t dt gleich 

Es ist also der Polarisationsstrom durch die Fläche f 
des Körpers 

WO nach Bd. I, 122 (S. 123) gilt 

Der Polarisationsstrom durch die Flächeneinheit 
des bewegten Körpers ist folglich gegeben durch den Vektor 

(189b) ^ = ff -h ttdivip -f curlL^W]. 

Hierdurch bestimmt sich auch der von der relativen Be- 
wegung der Polarisationselektronen gegen den Körper her- 
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rührende Anteil des Stromes (189); der erste, Ton der Be- 
wegung der Polarisationselektronen mit der Materie herrQhrende 
Stromanteil dagegen ist bereits im ersten Gliede von (189) 
berücksichtigt worden, indem ja, gemäß (188a), zur Dichte p 
der freien Elektrizität auch die Polarisationselektronen einen 
Beitrag liefern. 

Für einen nicht magnetisierbaren Körper ist hiernach die 
mittlereDichte desEonvektionsstromes derElektronen 

(189 c) = + 

oder, mit Rücksicht auf (188a) und (189b) 

(189d) P»> = e W + i + ^ H- curl [^»] . 

Tragen wir dieses in die erste Hauptgleichung (Ic) ein, 
indem wir wiederum den Vektor $ durch 

(190) 4;r$ = (S -f- 
definieren, so lautet sie 

(191) curl» = ^j^+()tti +i -f curl[Spw]j. 

Die erste Hauptgleichnng bestimmt hier den curl 
des Vektors 8 und somit im Verein mit (IV c) 

.(191a) div® = 0 

das Feld des Vektors ®, falls die in der rechten Seite 
von (191) enthaltenen Stromanteile bekannt sind; dabei handelt 
es sich um die Bewegung eines nicht magnetisierbaren Körpers. 
Die Beobachtung des magnetischen Feldes geschieht stets in 
ruhender, nicht merklich magnetisierbarer Materie, wo ® mit § 
ühereinstimmt; es ist demnach auch die magnetometrisch za 
messende Feldstärke durch (191) und (191a) eindeutig bestimmt. 

In der Hei'tzschen Elektrodynamik bewegter Körper lautet 
die erste Hauptgleichung (Bd. I, Gl. 252, S. 439), wenn ;* = 1, 
also ^ = ® gesetzt wird: 

curl ® = ^ ( i -f ^-1- (. tt 4- curl [$ W] ) . 
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Wie nach der Hertzschen Theorie, so werden auch nach 
der Lorentzschen durch den Leitungsstrom, den Verschiebungs- 
Strom und den Konvektionsstrom der wahren Elektrizität 
magnetische Wirkungen erregt; nur hinsichtlich des vierten 
Termes der rechten Seite der ersten Hauptgleichung, welcher 
(Bd. I, § 99) den sogenannten „Röntgenstrom“ bestimmt, 
weicht die Lorentzsche Theorie von der Hertzschen ab. Nach 
der Hertzschen Theorie bestimmt 

curl[®tt], 

nach der Lorentzschen Theorie 



curl [5p ln] 



die Dichte des Röntgenstromes. Gerade diese Forderung 
der Lorentzschen Theorie war es, welche durch die Versuche 
von A. Eichenwald ihre experimentelle Bestätigung gefunden hat. 

Die Diskussion dieser Experimente ist am besten an die 
Gl. (189c) anzuknüpfen. Es waren (Bd. I, S. 442) die geladenen 
Kondensatorplatten zusammen mit dem zwischen ihnen befind- 
lichen Dielektrikum in gleichförmiger Rotation begriffen. Hier 
ist das elektrische Feld stationär, sei es, daß man es auf ein 
ruhendes oder auf ein mitrotierendes System bezieht; es ist 



folglich: 



^ n ^ 

dt “ ’ dt 



0 



Da ein Leitungsstrom nicht fließt, so folgt aus (189 c) und 
(Ic): 

(191b) curl« 



Das bei Eichenwalds Versuchen erregte magne- 
tische Feld ist nach der Elektronentheorie, den Gl. 
(191a, b) gemäß, durch den Konvektionsstrom der 
freien Elektrizität bestimmt. Dieses war eben die Fest- 
stellung Eichenwalds. Nach der Hertzschen Theorie dagegen 
wäre der allgemeine Ausdruck der ersten Hauptgleichung für 
einen unmagnetisierbaren Körper 



curl « = — 
c 
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da nun in dem vorliegenden Falle die von dem bewegten 
Körper aus beurteilte zeitliche Änderung von ® ebenso wie i 
verschwindet, so würde sich nach H. Hertz überhaupt keine 
magnetische Wirkung ergeben. Die Versuche von Eichen- 
wald zeigen demnach, daß nicht die Hertzsche, wohl 
aber die Lorentzsche Elektrodynamik bewegter Kör- 
per die erste Hauptgleichung für die hier in Frage 
kommenden langsamen Bewegungen unmagnetisier- 
barer Körper richtig formuliert. 

§ 36. Die zweite Hauptgleichung. 

Die zweite Hauptgleichung der Elektronentheorie (Uc) 
enthält überhaupt kein von der Bewegung der Materie oder 
der Elektrizität direkt abhängiges Glied. Sie lautet im Falle 
der Bewegung ebenso wie im Falle der Ruhe 

(192) curie = --^^. 

Diese Form der zweiten Hauptgleichung ist nichts anderes 
als das Induktionsgesetz, ausgesprochen für ein im Raume 
festes Flächenelement; denn es stellt @ die Kraft auf einen 
ruhenden, mit der Einheit der Ladung versehenen Probekörper 
dar, während die auf der rechten Seite von (192) auftretende 
zeitliche Änderung von © auf einen festen Raumpunkt sich 
bezieht. 

Es entsteht nun aber die Frage, ob auch für bewegte 
Körper das Faradaysche Induktionsgesetz (Bd. I, S. 404 ff.), 
welches ja von der Erfahrung durchweg bestätigt wird, aus 
den Grundvorstellungen der Elektronentheorie sich ableiten 
läßt. Um dies zu zeigen, müssen wir auf die Grundgleichung (V) 
des § 4 zurückgehen, welche die elektromagnetische Kraft 5 
bestimmt; es ist in der jetzt angewandten Bezeichnungsweise 
die auf die Einheit der Ladung wirkende Kraft 

Wir betrachten eine Gruppe von Elektronen, welche sich 
mit der gemeinsamen Geschwindigkeit ti bewegen. Die Mittel- 
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wertsbildnng über ein physikalisch unendlich kleines Gebiet 
ergibt dann für diese Elektronengruppe die elektromagnetische 
Kraft 

5»e+l[ö|]=.e + l[üö]. 

Wir setzen wieder wie im vorigen Paragraphen 

ö = to + ö', 

indem wir unter W die Geschwindigkeit der Materie, unter ö' 
die Geschwindigkeit der Elektronen relativ zur Materie ver- 
stehen. Dann wird 

5 = e'+4[b'»], 

wo 

( 193 ) 

die Kraft auf eine mit der Materie bewegte Einheits- 
ladung ist. 

Der zweite Bestandteil des Vektors $ kommt beispiels- 
weise bei der Berechnung der mechanischen Kraft zur Geltung, 
die an einem stromdurchflossenen Drahte angreift. 

Uns interessiert indessen hier nur der erste Bestandteil 
des Vektors den wir mit 6' bezeichnen; die Gleichung (193), 
die ihn bestimmt, berücksichtigt die Bewegung der Materie 
und formuliert das Gesetz der durch Bewegung induzierten 
elektromotorischen Kraft. In der Tat, nach den Vor- 
stellungen der Elektronentheorie ist die Kraft, welche an 
der Einheit der mit dem Körper bewegten Elektrizität angreift, 
und durch diesen Vektor bestimmt sich der Bewegungsantrieb 
auf die Elektronen, wie er sich für ruhende Körper durch 6 
bestimmt. An Stelle der für ruhende isotrope Leiter geltenden 
Beziehung t -= ö® wird demnach für bewegte Leiter 

(193a) 

zu setzen sein; es ist eine plausible Annahme, daß die Leit- 
fähigkeit ff, wenigstens bei „langsamen“ Bewegungen, durch 
die Bewegung des Leiters nicht geändert wird. 
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Aus (192) und (193) folgt 
(193b) curie- t”- 

Die rechte Seite bestimmt die zeitliche Änderung des 
Induktions&usses durch eine bewegte Fläche; aus der all- 
gemeinen Vektorformel (Bd. I, Gl. 122, S. 123) folgt nämlich 
mit Rücksicht auf die Grundgleichung (IV c), welche das Ver- 
schwinden des wahren Magnetismus fordert: 



d 

dt 






Dem Differentialgesetze (193b) entspricht demnach das 
Integralgesetz der induzierten elektromotorischen Kraft 

(193c) 

Das Linienintegral der im bewegten Leiter wirk- 
samen elektrischen Kraft 6' ist gleich der durch c 
geteilten zeitlichen Abnahme des umschlungenen 
Induktionsflusses. 

Die Hertzsche Theorie drückt die zweite Hauptgleichung 
etwas anders aus. Sie setzt (Bd. I, § 94) bei fehlenden ein- 
geprägten Kräften: 

curl w = äi“ > 

c dt ’ 

oder 

i 1 

c dt.. 



/' 






‘/iC».. 



In der Hertzschen Theorie stellt indessen der Vektor ® 
nicht den elektrischen Zustand des Raumes, sondern denjenigen 
der Materie dar; es wird, auch für einen bewegten Leiter, der 
Leitungsstrom dem Vektor Q; proportional gesetzt: 



Es weicht die zweite Hauptgleichung der Lorentz- 
schen Theorie von derjenigen der Hertzschen insofern 
ah, als an die Stelle Ton @ tritt. Während aber 
bei Hertz der Leitungsstrom im bewegten Körper 
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proportional zu @ ist, setzt Lorentz den Leitungs- 
strom proportional zu Qt’. Hinsichtlich der in be- 
wegten Leitern induzierten Ströme stimmt also die 
Lorentzsche Theorie mit der Hertzschen überein. Die 
in Bd. I, §§ 91 — 95 dargelegten Gesetze der Induktion in 
Leitern, welche durch Messung der induzierten Ströme ihre 
experimentelle Prüfimg und Bestätigung gefunden haben, er- 
geben sich auch aus den Grundhypothesen der Elektronen- 
theorie. 

§ 37. Der Versuoh. von H. A. 'Wilson. 

Wie liegt nun die Sache, wenn nicht ein Leiter, sondern 
ein Isolator es ist, der sich im magnetischen Felde bewegt? 
Nach Hertz ist auch für. den bewegten Isolator 

® - £« 

zu setzen, wobei das Hertzsche @ mit dem Loren tzschen 
identisch ist. Die Lorentzsche Theorie würde mit der Hertzschen 
hinsichtlich der erregten elektrischen Verschiebung überein- 
stimmen, wenn sie dieselbe proportional zu (S' setzen würde. 
Das tut sie indessen keineswegs. Sie imterscheidet vielmehr 
den vom Raume und den von der Materie beigesteuerten An- 
teil der elektrischen Verschiebung, entsprechend der Gleichung 
(194) 4;r2) = e-i-43r^, 

wobei, nach (HIc) und (188a), gilt: 

div ® = p. 

Nur der an der Materie haftende Teil der elektrischen 
Verschiebung, d. h. die Verschiebung der Polarisationselektronen 
des Körpers wird durch den Vektor bestimmt. An Stelle 
der für ruhende isotrope Körper geltenden Beziehung 
4ä^ = (£-1)« 
tritt für bewegte Isolatoren 

4nr^ = (c-l)e', 

so daß die gesamte elektrische Verschiebung in einem 
bewegten Dielektrikum gegeben wird durch 
(194a) 43rJ) = 6 + (f-l)@'. 
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Wir wollen uns auf nicht magnetisierbare Dielek- 
trika beschränken. Für solche ist im Falle der Ruhe ö mit § 
identisch. Welches im Falle der Bewegung der Zusammen- 
hang zwischen diesen beiden Vektoren ist, wissen wir nicht. 
Doch weichen sie gewiß, wenn überhaupt, so nur um Größen 
erster Ordnung in lto|/c voneinander ab. Wir begehen also 
nur einen Fehler zweiter Ordnung — und ein solcher ist auch 
bei den vorhei^ehenden Entwickelungen zugelassen worden — , 
wenn wir im Ausdruck (193) von an Stelle von 8 jetzt § 
setzen. Dann wird 

(194b) 4;r® = 

oder auch 

(194c) 43t2>-=£e + ^-^^[»§]. 

Die experimentelle Prüfung dieser \on der Elektronen- 
theorie geforderten Beziehung bildete den Gegenstand einer 
Arbeit von H. A. Wilson.’®) Dieser Forscher ließ einen dielek- 
trischen hohlen Zylinder in einem der Achse parallelen magne- 
tischen Felde rotieren. Die metallischen Belegungen der inneren 
und äußeren Begrenzungsflächen waren durch Gleitkontakte 
mit den Quadranten eines Elektrometers verbunden; die innere 
Belegung war gleichzeitig geerdet. Die infolge der Rotation 
sich herstellende radiale elektrische Verschiebung gibt zu einer 
wahren Ladung der Zylinderbelegungen Veranlassung; dieselbe 
bestimmt sich auf Grund von (194c) folgendermaßen: ®, die 
Kraft auf die ruhende Einheit der Ladung, leitet sich aus dem 
elektrostatischen Potentiale der freien Elektrizität ab. Ferner 
ist to senkrecht zu $ gerichtet; sein Betrag ist gleich u • r, 
wo M die Winkelgeschwindigkeit, r der Abstand von der Achse 
ist. Mithin ist 

(194d) = ±(£-l)-^-|§|. 

Das zweite Glied wechselt bei Umkehrung des magnetischen 
Feldes das Vorzeichen. Ist Ä die Höhe des Zylinders und e die 
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Ladung seiner inneren Belegung, a und b die Querschnitts- 
radien der äußeren und inneren Belegung, so ist 



Da nun konzentrische Zylinder des Dielektrikums von der- 
selben Verschiebung e durchsetzt werden, so ei^bt die Integra- 
tion von (194d) zwischen den Grenzen b und a: 

« • ;V G) - ± (1 - 7)55 • ' e I • - ‘■) 

oder 

(194e) X = qpi — 9» ± 

wo K die Kapazität des dielektrischen Zylinders ist und 

(194f) = 

Die Ladung der Innenseite des äußeren Zylinders ist — e- 
folglich ist + e die Ladung seiner Außenseite, des mit ihr ver- 
bundenen Quadranten des Elektrometers und des Leitungs- 
drahtes zusammen; der andere Quadrant ist zur Erde ab- 
geleitet. Ist K' die Kapazität dieses ganzen Systems, so hat 
man 

^ - 9>r 

Hieraus und aus (194 d) folgt 
(194g) ± E‘ = (gj, — <pi) ■ , 

so daß aus der gemessenen Potentialdifferenz der Quadranten und 
den Konstanten des Apparates die Größe E* sich ermitteln und 
so die experimentelle Prüfung der von der Elektronentheorie 
geforderten Beziehung (194f) sich durchführen läßt. 

Die messenden Versuche H. A. Wilsons bestätigen nun 
durchaus die Gültigkeit dieser Beziehung; mit der Hertzschen 
Theorie hingegen sind sie nicht zu vereinbaren (diese setzt in 
(194 c) f an Stelle von f — 1, mithin in (194 f) 1 an Stelle 



Digitized by Coogli 



§ 38 . 



Zweites Kapitel. Bewegte Körper. 



305 



von 1 — Wir können also aus den Versuchen von 

H. A. Wilson schließen, daß zwar die Lorentzsche, 
nicht aber die Hertzsche Elektrodynamik bewegter 
Körper die Beziehung zwischen den Feldstärken und 
der elektrischen Verschiebung für die hier in Frage 
kommenden langsamen Bewegungen nicht magnetisier- 
barer Körper richtig wiedergibt. 

§ 38. Die allgemeinen Feldgleiohungen für bewegte Körper. 

Wir haben uns bisher bei der Ableitung der Grundglei- 
chungen für die bewegte Materie auf nicht magnetisierbare 
Körper beschränkt. Es läge nun am nächsten, wie im Falle 
der Ruhe, so auch im Falle der Bewegung durch Einführung 
der Magnetisierungselektronen die Grundgleichungen zu ver- 
allgemeinern; dies war in der früheren Auflage, in Anlehnung 
an H. A. Lorentz®*), geschehen. 

Doch können wir uns nicht verhehlen, daß gerade die 
magnetischen Eigenschaften der Körper von der Elektronen- 
theorie bisher noch nicht befriedigend erklärt werden (vgl. §31). 
Daher ist es gewagt, die elektronentheoretischen Vorstellungen 
von der Magnetisierung der Körper zur Begründung der elektro- 
dynamischen Feldgleichungen für bewegte Körper heranzuziehen. 
Hier scheint eine mehr phänomenologische Auffassung passen- 
der, wie sie neuerdings von H. Minkowski^) und schon seit 
längerer Zeit von E. Cohn*) vertreten wird. 

H. Minkowski behält auch für solche Körper, deren magneti- 
sche Permeabilität nicht gleich 1 ist, die Relationen (193), 
(193a) und (194b) bei: 

(195) i = 0 

(195a) e' = e-f 

(195b) 4;r5)=£«'-i[to§], 

und stellt den beiden letzten Beziehungen die im Sinne der 

Abraham, Theorie der Elektrizität. H. 2. Aufl. 20 
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Hertz -Heavisideschen Analogie ihnen entsprechenden an die 



Seite: 




(195 c) 




(195 d) 





Indem so die sechs Vektoren: 6', 2), 8 

durch die vier Relationen (195a — d) verknüpft sind, 
wird nach Minkowski der Verlauf elektromagnetischer 
Vorgänge in einem Körpersystem von gegebener Be- 
wegung durch die Grundgleichungen beschrieben: 



(Id) 


, . ix 1 . 

curl#=-[-^ + pro-M 


(II d) 


1 /K 1 r 8 

curl 6 = ^ , 

c dt ' 


(III d) 


div $ = p, 


(IV d) 


div äJ = 0. 



Für den Fall ju. = 1 folgt aus (195c, d): 

® = §-i[to,4:r2)-e], 



während, nach (195a, b), allgemein ist: 

= g + (£_l)g'+-l[tt,,»_§]. 

Man begeht also nur einen Fehler von der Ordnung |w 
wenn man setzt: 

4;r2)-(g = 4:rqj = (£-1)«' 

Die erste dieser Beziehungen war es, von der wir in § 37, 
hei der Theorie des Wilsonschen Versuches, ausgingen. Die 
zweite Beziehung zeigt, daß für langsame Bewegungen nicht 
magnetisierbarer Körper die Form (Id) der ersten Haupt- 
gleichung mit der in § 35 zugrunde gelegten Form (191) 
identisch ist, die dort zur Deutung der Versuche Eichenwalds 
über den Röntgenstrom diente. Die experimentellen Ergebnisse, 
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Ton denen in den Paragraphen 35 bis 37 die Rede war, werden 
alle durch das aufgestellte Gleichungssystem erklärt. 

Um zu Feldgleichungen zu gelangen, welche allgemein die 
elektromagnetischen Vorgänge in langsam bewegten para- oder 
dia-magnetischen Körpern beschreiben, drücken wir auf Grund 
von (195 a — d), unter Elimination der Vektoren 6' und 
6 und § durch $ und ö aus; wir erhalten, unter Vernach- 
lässigung von Größen der Ordnung jölVc*: 

(Vd) 

(VId) 

Die Einführung von (Vd) und (VId) in die Hauptglei- 
chungen (II d) und (Id) führt zu Feldgleichungen für die Vek- 
toren $ und 8, welche, bei geeigneten .^fangs- und Grenz- 
daten, den Ablauf eines elektromagnetischen Vorganges für 
Dielektrika (i = 0) eindeutig bestimmen. Für bewegte 
Dielektrika ist (Vd) bei dem Versuche von H. A. Wilson, 
(VId) bei dem Versuche von Eichenwald Gegenstand 
der experimentellen Prüfung. Hier ist der Einfluß der 
magnetischen Permeabilität entsprechend den Minkowskischen 
— und, wie wir sogleich sehen werden, auch den Cohnschen — 
Grundgleichungen zur Formidierung gelangt. An Stelle des 
Koeffizienten 

1 — bei E. Cohn und H. Minkowski 
würde zu setzen sein 

1 — — nach H. A. Lorentz, 

1 nach H. Hertz. 

Während jene Experimente gegen die Hertzsche 
Elektrodynamik bewegter Körper entscheiden, reicht 
ihre Genauigkeit nicht aus, um die Entscheidung 
zwischen den Ansätzen von Cohn und Minkowski und 
denen von H. A. Lorentz zu geben; denn für Dielektrika 

20 * 
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ist ft 80 wenig von 1 verschieden, daß sich die Abweichung in 
den Werten der Koeffizienten der Beobachtung entzieht. 

Führt man in (Id) den auf mitbewegte Flächen bezogenen 
Verschiebungsstrom ein: 

= ^ + ^<11^21 + curl [II tti], 

und entsprechend in (Ud) den Induktionsfluß durch mit der 
Materie bewegte Flächen: 

“ ^a? + ® -I- curl [» tti], 



und beachtet (Illd, IV d) sowie (195a, c), so ergibt sich eine 
andere Form der Minkowskischen Grundgleichungen: 



(le) 


curl =■ 




(lle) 


curl r = 


1 g'» 
c dt ’ 


(Ille) 


div 2) == 


Q, 


(IV e) 


div © = 


0. 


Hier sind 


nun die Vektoren 6 und § herausgefallen. 


während sie in 


den Gl. (195a- 


-d), die nach Minkowski auch 



für rasch bewegte Körper strenge Gültigkeit beanspruchen, 
noch enthalten sind. 

Beschränkt man sich indessen auf langsame Bewegungen 
der Materie, bei denen es erlaubt ist, Größen der Ordnung 
zu vernachlässigen, so darf man, in (195b, d), statt § 
und 6, und 6' mit W vektoriell multiplizieren; dann wird: 

(Ve) 4;r2)= [»§'], 

(VIe) SB = [me']. 

Damit sind wir zu dem Gleichungssystem gelangt, 
welches E. Cohn**) der Elektrodynamik bewegter 
Körper zugrunde legt. Für langsame Bewegungen stimmt 
es mit dem Minkowskischen überein und umfaßt somit gleich- 
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falls die bei Bewegung der Materie relativ zur Erde gewonnenen 
Ergebnisse elektrodynamischer Versuche. Auf die Theorie des 
Fizeauschen Versuches gehen wir im nächsten Paragraphen ein; 
am Schlüsse des Bandes behandeln wir dann die Elektrodyna- 
mik schneller Bewegungen, insbesondere der Bewegung der 
Erde im Weltenraume, wobei die Minkowskischen und die 
Cohnschen Grundgleichungen nicht mehr miteinander überein- 
stimmen. 

Was die Bedingungen an der Grenzfläche zweier bewegter 
Körper anbelangt, so folgen diese aus den Hauptgleichungen 
(le, Ile), indem man von dem allgemeinen Falle eines stetigen 
Überganges zwischen den Körpern ausgeht und die Diskontinuität 
als Grenzfall betrachtet. Werden die Materialkonstanten und 
damit auch die räumlichen Dichten i des Leitungsstromes und 

des Verschiebungsstromes (durch mitbewegte Flächen) als 

endlich angenommen, so folgt aus (le): An der Grenzfläche zweier 
bewegter Körper ist der Flächenwirbel (Bd. I, § 29) des Vek- 
tors gleich NuU; dementsprechend ergibt sich aus (He): Der 
Flächenwirbel des Vektors ist gleich Null. Es verhalten 
sich also die Tangentialkomponenten der Vektoren 
und stetig. 

Ein Ausnahmefall liegt vor, wenn man den idealen Grenz- 
fall eines vollkommenen Leiters (oder Spiegels) in Be- 
tracht zieht, d. h. (vgl. Bd. I, § 78) eines Körpers von der Leit- 
fähigkeit tf = oo. Hier kann die räumliche Dichte i des 
Leitungsstromes unendlich, seine Flächendichte j endlich werden; 
in das Innere des vollkommenen Leiters dringt das Feld nicht 
ein. Aus der Beziehung, welche der ersten Hauptgleichung (le) 
gemäß zwischen j und dem Flächen wirbel von besteht, 
folgt: 

(196) = 

Dabei ist n ein Einheitsvektor, welcher die nach dem 
Innern des Leiters weisende Normalenrichtung anzeigt, und es 
bezieht sich auf die Oberfläche des Leiters. Ähnlich folgt 
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aus (111 e) zwischen der Flächendichte ra der Elektrizität und 
dem Vektor ® an der Leiteroberfläche die Beziehung 

(196 a) -($n) = cD. 

Auch an der Oberfläche des idealen Leiters ist nach (II e) 
der Flächenwirbel von 6', nach (IV e) die Flächendivergenz von 
ö gleich Null. Da nun im Innern des Leiters kein Feld be- 
steht, so folgen für die Werte jener Vektoren an der Ober- 
fläche die Bedingungen 
(196 b) [e'n] = 0, 

(196c) (®n) = 0. 

Dieses sind die an der Oberfläche eines bewegten 
vollkommenen Spiegels vorzuschreibenden Grenz- 
bedingungen. 

§ 39. Der Versuch von Fizeau. 

Über die Fortpflanzung des Lichtes in strömendem Wasser 
ist von Fizeau ein Versuch angestellt worden; von Michelson 
und Morley vriederholt, stellt dieser Versuch ein Experimen- 
tum crucis dar, welches gegen die Hertzsche Optik bewegter 
Körper entscheidet. Wir wollen nicht versäumen, die Theorie 
dieses Versuches aus den Feldgleichungen des vorigen Para- 
giaphen abzuleiten. 

Bei den Versuchen gelangten zwei Lichtbündel zur Inter- 
ferenz, welche zwei parallele Röhren durchsetzt hatten. Wurde 
das in den beiden Röhren enthaltene Wasser in entgegen- 
gesetzten Richtungen in Strömung versetzt, so erfolgte eine 
Verschiebung der Interferenzstreifeu; aus dem Betrage der Ver- 
schiebung konnte die Veränderung der Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des Lichtes infolge der Bewegung des Wassers er- 
mittelt und mit der Theorie verglichen werden. 

Es handelt sich also hier um LichtweUen, welche parallel 
der Geschwindigkeitsrichtung, oder in dem entgegengesetzten 
Sinne sich fortpflanzen. Wir legen die ^r-Achse in die Be- 
wegungsrichtimg des Wassers, setzen = ß und betrachten 
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zunächst einen geradlinig polarisierten Lichtstrahl, in dem die 
elektrischen Schwingungen der a;-Achse, die magnetischen der 
y-Achse parallel erfolgen. 

Die Hauptgleichungen (le, Ile) ergeben für Nichtleiter 
c dt ’ 



(197) 



d tSrX 
dz 



dz c dt ’ dz c dt 

Dabei gelten, nach E. Cohn strenge, nach Minkowski bei 
Vernachlässigung von /?*, die Beziehungen (Ve, VIe): 

(197a) 4x3)^=- e(Sx + ß^y, 

(197b) + 

Wir verstehen unter v' die Zahl der Lichtschwingungen, 
gemessen in einem Punkt des bewegten Wassers, unter tv' die 
gesuchte Geschwindigkeit des Lichtes relativ zum Wasser und 
bringen dementsprechend die Abhängigkeit der Feldkomponenten 
von ^ und 2 für einen Punkt des Wassers durch dem kom- 
plexen Faktor zum Ausdruck: 

r'('-i) 

Da in (197) die Differentialquotienten nach der Zeit sich 
ebenfalls auf einen Punkt der bewegten Materie beziehen, so 
folgen, mit Rücksicht auf (197 a, b), die in homogenen 

Gleichungen 

Q 9 gN (n + ßpy, 

ln’e’ = (z§;+ß&:, 

wobei, abkürzungsweise, gesetzt ist: 

(198 a) 

Es resultiert für n' die Gleichung 
(198b) (n’ — ßY= £[i = j 

wo n den Brechungsindex für Lichtwellen dieser Schwingungs- 
zahl in ruhendem Wasser darstellt. Die Maxwellsche Rela- 
tion, die hier herangezogen ist, würde zwar nur für ein dis- 
persionsfreies Medium gelten. Für einen Körper mit Disper- 
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sion ist dann e oder [i, oder es sind beide Größen als Funk- 
tionen der Schwingungszahl des Lichtes zu betrachten, derart 
daß das Produkt beider der Dispersionskurve des Körpers ent- 
spricht. Dem Brechungsindex n für den Fall der Ruhe ord- 
nen sich für den Fall der Bewegung nach (198 b) zwei Werte 
von n zu: 

(199) n = n ß bzw. n = — {n — ß), 

von denen der erste einer Lichtfortpflanzung parallel, der zweite 
entgegen der Strömung des Wassers entspricht. 

Nehmen wir den ersten Wert und vernachlässigen Größen 
der Ordnung ß^, so bestimmt sich durch 

w' 1 1 ß 

c n n n’ 




die Relativgeschwindigkeit der Wellen gegen das 
strömende Wasser. 

Die Geschwindigkeit der Lichtwellen, welche ein ruhender 
Beobachter wahrnimmt, ist demnach tv", wo 

( 200 ) + + 

Der Fall der Lichtfortpflanzung entgegen der Strömungs- 
richtung des Wassers ergibt sich durch Vorzeichen Wechsel 
von ß. 

Nach der Hertzschen Theorie würde die Relativgeschwin- 
digkeit der Wellen gegen das strömende Wasser dieselbe sein 
wie gegen ruhendes Wasser. Die Wellen würden bei der Be- 
wegung einfach mitgeführt werden. Nach der soeben ent- 
wickelten Theorie ist das nicht der Fall; infolge der Bewegung 
des Wassers wird die Geschwindigkeit des parallel sich fort- 
pflanzenden Lichtes nicht um | ln 1 , sondern nur um einen 

Bruchteil von | W vermehrt. Der Faktor ^1 — in Glei- 
chung (200), der diesen Bruch angibt, wird der „Fresnel sehe 
Fortführungskoeffizient“ genannt. Fresnel war es, der 
zuerst die Annahme ruhenden Äthers vertrat, welche dann von 
H. A. Lorentz der elektromagnetischen Optik bewegter Körper 
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zugrunde gelegt wurde. Nach der Theorie von H. A. Lorentz, 
deren Ansätze für nicht magnetisierbare Körper mit denjenigen 
von E. Cohn und H. Minkowski übereinstimmen, entspricht 
der Fortführungskoeffizient durchaus dem Faktor ^1 — 
welcher in der Theorie des Versuches von H. A. Wilson eine 
Rolle spielt; er rührt, nach der Auffassung der Elektronen- 
theorie, daher, daß nur der an der Materie haftende Bruchteil 
der elektrischen Verschiebung durch die Bewegung der Materie 
im magnetischen Felde beeinflußt wird. Die Versuche von 
Fizeau, Michelson und Morley, welche die Gültigkeit jenes Aus- 
druckes für den Fortführungskoeffizienten bewiesen haben, 
zeigen, daß die im vorigen Paragraphen aufgestellten Grund- 
gleichungen der Elektrodynamik auch die Optik bewegter Kör- 
per umfassen. 

Dabei kommen zwar die Unterschiede in den Theorien 
von H. A. Lorentz und von E. Cohn und H. Minkowski nicht 
wesentlich in Betracht, da bei den rasch wechselnden Feldern 
der Lichtwellen die para- und dia-magnetischen Eigenschaften 
der Dielektrika ohne Einfluß sind. Immerhin ist es bemerkens- 
wert, daß nach Cohn und Minkowski auch für den Fall ^ 1 
der Fresnelsche Koeffizient durch den Brechungsindex des 
Körpers bestimmt ist, während er nach H. A. Lorentz nur 
von der Dielektrizitätskonstante abhängen würde. Wir er- 
kennen hier den Fresnelschen Koeffizienten als denjenigen 
wieder, durch dessen Wert wir die verschiedenen Theorien der 
Elektrodynamik langsam bewegter Körper in § 38 kennzeichnen 
konnten. 

§ 40. Der Druck der StrahlTing auf bewegte Flächen. 

Wir haben bereits in § 5 dieses Bandes von dem elektro- 
magnetischen Lichtdruck gesprochen. Die Gesetze des Licht- 
druckes sind von grundlegender Bedeutung für die thermo- 
dynamische Theorie der Wellenstrahlung. Wir dürfen daher 
nicht versäumen, diese Gesetze hier zu entwickeln; auch dürfen 
wir uns nicht auf ruhende Flächen beschränken, sondern wir 
müssen die Betrachtungen auf bewegte Flächen ausdehnen. 
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Zwei Arten von Flächen sind es, die in der Strahlungs- 
theorie eine Rolle spielen: Die vollkommen schwarzen 
und die vollkommen spiegelnden Flächen. Beide 
Arten von Flächen lassen die Lichtwellen nicht in 
ihr Inneres eindringen. Die schwarze Fläche gibt 
nicht zur Bildung reflektierter Wellen Veran- 
lassung; sie verwandelt die Energie der auflFallenden Strah- 
lung vollständig in Wärme oder in Arbeit des Strahlungs- 
druckes, die Bewegungsgröße der auffallenden Strahlung in 
mechanische Bewegungsgröße des eingeschlossenen Körpers. 
Die vollkommen spiegelnde oder vollkommen „blanke“ 
Fläche hingegen verwandelt nicht den geringsten 
Bruchteil der auffallenden Strahlung in Wärme. Die 
Energie des einfallenden Lichtes findet sich, soweit sie nicht 
in Arbeit des Strahlungsdruckes an der spiegelnden Fläche 
verwandelt ist, in dem reflektierten Lichte wieder; die Be- 
wegungsgrößen des einfallenden und des reflektierten Lichtes 
bestimmen den Betrag des Strahlungsdruckes. Flächen von 
solchen Eigenschaften finden sich als Oberflächen wirklicher 
Körper in der Natur nur angenähert realisiert. Auch die besten 
Spiegel sind nicht vollkommen blank, und die im auffallenden 
Lichte schwärzesten Flächen sind nicht absolut schwarz. Immer- 
hin ist die Idealisierung, welche sich die Theorie erlaubt, in- 
dem sie von vollkommen blanken oder vollkommen schwarzen 
Flächen spricht, nicht bedenklicher als die Annahme starrer 
Körper in der Mechanik, idealer Gase oder idealer verdünnter 
Lösungen in der Thermodynamik. Diese Idealisierung ermög- 
licht es, sich bei der Ableitung der Strahlungsgesetze von den 
individuellen Eigenschaften der Körper imabhängig zu machen. 
In der Tat sind die Entwickelungen der folgenden Paragraphen 
unabhängig von jeder besonderen Hypothese über die Zahl 
und die Eigenschaften der Moleküle und der Elektronen. Sie 
beruhen allein auf den Gnmdhypothesen der Elektronentheorie, 
welche in den Grundgleichungen (I bis V) des § 4 ihre mathe- 
matische Formulierung gewonnen haben. Die Grenzbedingungen 
an der Oberfläche des vollkommenen Spiegels, welche wir am 
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Schlüsse des § 38 aufgestellt hatten, gelten für beliebige 
Geschwindigkeiten des Spiegels, wenn anders jene Grund- 
gleiohungen die Einwirkung der Leitungselektronen des Spiegels 
auf die elektromagnetischen Vorgänge im Raume richtig for- 
mulieren. 

Wie bereite in § 5 erwähnt wurde, bestimmt sich für voll- 
kommen schwarze und vollkommen spiegelnde Flächen, welche 
im leeren Raume ruhen, die ponderomotorische Kraft des Feldes 
ToUsländig durch den in Gleichung (17) angegebenen Vektor 

{ n ist ein der äußeren Normalen n paraUeler Einheitsvektor } . 

Diese Flächenkraft ist nichts anderes als die auf die 
Flächeneinheit bezogene Resultierende der MaxweUschen Span- 
nungen. Würde es sich um einen Körper handeln, in dessen 
Inneres das elektromagnetische Feld eindringt, so würde, wie 
in § 5 dargelegt wurde, bei der Berechnung der resultierenden 
elektromagnetischen Kraft noch die zeitliche Änderung der im 
Körper enthaltenen elektromagnetischen Bewegungsgröße in 
Rechnung zu setzen sein. Für solche Körper jedoch, die von 
absolut schwarzen oder blanken Flächen umschlossen sind, fällt 
dieses Glied der resultierenden Kraft fort. Die resultierende 
Kraft des elektromagnetischen Feldes ergibt sich durch Inte- 
gration der Flächenkraft Z über die Oberfläche des ruhenden 
Körpers. 

Wie ändert sich nun der Wert der Fläcbenkraft, wenn 
der Körper sich im Vakuum bewegt? Dann erhält die Flächen- 
kraft einen Zuwachs, da Bewegungsgröße infolge der Bewegung 
aufgefimgen wird. Ist to die Geschwindigkeit des betreffenden 
Punktes der schwarzen oder blanken Fläche, so ist die von 
dem Flächenelemente df bei seiner Bewegung in der Sekunde 
aufgefangene elektromagnetische Bewegungsgröße 

Diesen Zuwachs erföhrt die an df angreifende elektro- 
magnetische Kraft durch die Bewegung des Flächenelementes 
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Es folgt für die auf die bewegte Flächeneinheit be- 
zogene Kraft des Strahlungsdrnckes 

(201) r=i + »,fl. 

Aus (17) und (18) erhalten wir den Ausdruck des Vek- 
tors %' durch die elektromagnetischen Vektoren 

(201a) 8.tl' = 2«e, + 2§^, - n (6* + • 



Für einen bewegten Körper, der von einer absolut schwarzen 
oder blanken Fläche begrenzt ist, ergibt sich die resultierende 
Kraft der Strahlung durch Integration von %' über die Ober- 
fläche. 

Wir wollen den erhaltenen Ausdruck noch etwas um- 
formen. Wir gehen dabei aus von der Identität 

(202) »,[«§] + - n(tt[g^]). 



Diese beweist man, indem man die Komponente nach 
irgendeiner Richtung nimmt, die man mit der a; -Achse zu- 
sammenfaUen lassen kann. Es ist 

I 

!§, §y §. 

Diese Determinante jedoch ist gleich 



cos(«a:) ' 



»X »y K 
«X 6y 

§x §y 



= «X (»[«§]), 



d. h. gleich der aj-Komponente der rechten Seite von (202). 

Drückt man nun den letzten Term in (201a) in der durch 
(202) angezeigten Weise aus, so erhält man 



(202a) 8xZ' = 2e'6„ + 2§'§, 1 (» [«§]) j , 

wo und die Vektoren sind: 



(203) e'=e + i[to§], r=§-4[»«]- 
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Man überzeugt sich übrigens leicht davon, daß diese Vek- 
toren mit den in § 38 ebenso bezeichneten identisch sind; für 
den Fall 

£ = 1 , ^ = 1 

folgen aus den Relationen (195a — d) ebenfalls die in (203) 
angegebenen Ausdrücke von und es folgt gleichzeitig: 

4ä2) = @, ® = §. 

Aus (203) erhält man 
(203a) (»[«§]), 

(203b) = 

auf Grund von (202a) ergibt sich 

(204) 8«!'= 26'6„-f n { @6' -f 

als allgemeiner Ausdruck der elektromagnetischen 
Flächenkraft durch die elektromagnetischen Vek- 
toren. 

Handelt es sich um eine bewegte schwarze Fläche, so sind 
für @ und § die Feldstärken der einfallenden Wellen zu setzen; 
denn reflektierte Wellen sind hier definitionsgemäß ausgeschlossen. 
Anders bei dem bewegten Spiegel. Hier erfolgt die Reflexion 
so, daß an allen Punkten der spiegelnden Fläche die Grenz- 
bedingungen (196b, c) erfüllt sind, welche das Verschwinden 
der tangentiellen Komponenten von und der Normal- 
komponente von © verlangen. Hier, wo der Spiegel sich im 
leeren Raume bewegt, ist an seiner Oberfläche 8 mit § identisch, 
wie wir soeben bemerkten. Da nun 

§„= 0 , [6'n] = 0 

und somit (vgl. Bd. I, Formel d, S. 452) 

0 = [e[e'n]] = n(e«'), 

so erhalten wir 

(204a) 8;r2'=n{®e'-#^') 



Digitized by Google 




318 Zweiter Abschnitt. Vorgälnge in wägbaren Körpern. § 40. 

oder auch, mit Rücksicht auf (203 a, b) 

(204b) SäI'- n {«>-§* }• 

Jede dieser beiden letzten Formeln bestimmt die 
Fliichenkraft des elektromagnetischen Feldes auf einen 
beliebig bewegten Spiegel. Da n ein der äußeren Nor- 
malen paralleler Einheitsvektor ist, so ist die Flächenkraft %' 
stets senkrecht zur spiegelnden Fläche gerichtet. Es übt der 
Strahlungsdruck keine tangentiellen Kräfte auf die 
vollkommen spiegelnde Fläche aus. 

Die Formel (204 b) ist insofern bemerkenswert, als in 
derselben die Bewegung des Spiegels explizite nicht auftritt. 
Für einen ruhenden Spiegel erhält man jene Formel, indem 
man den Faradayschen Längszug der zur leitenden Fläche 
normalen elektrischen Kraftlinien imd den Querdruck der tan- 
gentiellen magnetischen Kraftlinien (Bd. I, § 97) zusammenfügt. 
Für einen bewegten Spiegel ist diese Deutung nicht zulässig; 
hier tritt %' an Stelle von X, auch ist nicht sondern 6' 
der Vektor, welcher die Kraft auf die Einheit der am Leiter 
haftenden Elektrizität anzeigt, und der daher senkrecht zur 
vollkommen leitenden Fläche gerichtet sein muß. Dennoch 
ist der formale Zusammenhang des Lichtdruckes mit den Feld- 
stärken nach (204b) für den bewegten Spiegel der gleiche wie 
für den ruhenden. Natürlich sind die Werte der Feldstärken 
an der Spiegeloberfläche ihrerseits von der Bewegung des 
Spiegels abhängig. 

Wir betrachten zunächst ebene Wellen, die senkrecht auf 
einen ruhenden ebenen Spiegel fallen. Die' Spiegelebene 
werde als (i/ü)- Ebene gewählt. Die Feldstärken ®j, der 
einfallenden Welle seien parallel der (-y)- Achse bzw. der 
jf- Achse, diejenigen der reflektierten Welle parallel der 

y -Achse bzw. der s -Achse. Da für diese ebenen Wellen 
(205) . 

ist, und da an der spiegelnden Fläche die Grenzbedingung 
vorgeschrieben ist 

+e„=o, 
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SO folgt 
und daher 

8^:3: = — n ■ 4§f,. 

Es findet sich demnach der normale Lichtdruck 
auf den ruhenden Spiegel bei senkrechter Inzidenz 
des Lichtes 

(206) 



gleich der doppelten Energiedichte der einfallenden 
Welle. 

Wir gehen jetzt zum bewegten Spiegel über; die Be- 
wegung erfolgt parallel der äußeren Normalen n, die jetzt mit 
der rc-Achse zusammenfäUt, d. h. entgegen den einfallenden 
Wellen. Die Beziehungen (205) gelten auch jetzt noch, aber 
die Grenzbedingung ist eine andere; es soll die tangentieUe 
Komponente des durch (203) definierten Vektors ver- 
schwinden. Setzen wir ^ = ß, so folgt aus 

0 = — ß^i.z + — ß^Si 



mit Rücksicht auf (205) 

( 207 ) 

ferner wird (204b) 

(207a) -n§ä(l -/3*). 

Da nun, gemäß (207), gilt 

so folgt 

(207b) 8:t2'=-if4§L^^. 



Der Druck des senkrecht einfallenden Lichtes 
auf den ihm entgegen bewegten Spiegel wird hiernach 



(208) 



, 1 i-ffl 



i_+p 

i- ß- 
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Er wird durch die Bewegung des Spiegels im Verhältnis 
1 ß : 1 — ß gesteigert und wird unendlich, wenn der Spiegel 
sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegt. Eine Bewegung des 
Spiegels mit Lichtgeschwindigkeit der auffallenden 
Strahlung entgegen erfordert unendliche Arbeits- 
leistung und ist daher physikalisch nicht realisierbar. 

Die Arbeitsleistung gegen den Druck der Strahlung bringt 
eine Steigerung der Amplituden des reflektierten Lichtes mit 
sich, welche durch (207) gegeben ist. Man überzeugt sich 
unschwer davon, daß die erhaltenen Ergebnisse mit dem 
Energiesatze und dem Impulssätze in Übereinstimmung sind. 
Wir wollen indessen hierauf an dieser Stelle nicht eingehen. 
Weiter unten (§ 42) werden wir das Problem der Licht- 
reflexion durch einen bewegten Spiegel für den allgemeineren 
Fall schiefer Inzidenz behandeln, und gerade die Impuls- 
gleichungen und die Energiegleichung werden dort an die 
Spitze gestellt werden. 

§ 41. Der relative StrahL 

In der elementaren Theorie der Aberration bestimmt man 
die Richtung des relativen Strahles bekanntlich folgender- 
maßen. Man denkt sich den Strahl durch eine ÖfBiung 0 

tretend, und, nach Durchlaufung 

J Strecke OP, im Aufpunkte 

\y P eintreffend. Der in P be- 

_ findliche Beobachter und der 

^ Schirm, dessen Öffnung 0 ist, 

\ mögen die gemeinsame kon- 

stante Translation sgeschwindig- 
keit W besitzen. Dann ist die 
Öffnung zu der Zeit, wo das Licht 
in P eintrifift, bereits nach 0’ gelangt (vgl. Abb. 5), und der 
Beobachter, der von der Bewegung keine Kenntnis besitzt, 
wird O'P als Strahlrichtung bezeichnen. Die Richtung des 
relativen Strahles ist hiernach diejenige des Vektors 
(209) 
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der die Relativgeschwindigkeit von Licht und Be- 
obachter darstellt. Schon Bradley erklärte durch diese vom 
Standpunkte der Emissionstheorie des Lichtes ohne weiteres 
einleuchtende Konstruktion die Aberration des Fixsternlichtes 
infolge der Umlaufsbewegung der Erde; der diese Umlaufs- 
bewegung darstellende periodische Teil der Erdgeschwindigkeit to 
gibt zu einem periodischen Wechsel der Richtung des relativen 
Strahles und damit zu einer jährlichen Periode der scheinbaren 
Örter der Fixsterne Veranlassung. 

Zunächst wollen wir einige Beziehimgen ableiten, die sich 
aus dem Dreieck der Vektoren t, lli, t' ohne weiteres ergeben. 
Der Betrag von t' ist 

(209a) c = cYl + ß^ — 2 ß cos tp, ß — • 

Auch hat man 

(209b) ^ = cos % — ß cos rl>, 

(209c) = 1 -/3cos<p. 

Ist m der räumliche Offnungswinkel eines in P sich ver- 
einigenden Strahlenbündels, so entspricht ihm im relativen 
Strahlengange der Offnungswinkel o', der sich folgendermaßen 
bestimmt 

/Ol AN d COS sin 9 dtp 

^ ' m d cos sin 'ij} 



Das leuchtet sofort ein, wenn man P als Anfangspunkt eines 
Systemes von Polarkoordinaten betrachtet, dessen Achse durch 
die Richtung von W gegeben ist. Der Strahlenkegel der rela- 
tiven Strahlen liegt dann zwischen denselben Meridianebenen 
wie derjenige der absoluten Strahlen; er erscheint nur zwischen 
zwei andere Breitenkreise verlegt. 

Aus dem Dreieck der Abb. 5 folgt nun 



folglich 



sin qp c' 

sin ijj c ’ 

6 ) C 

co' C 



Abraham, Theorie der Elektrizität. 







U. S. Aufl. 
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Da ferner 



sin _ I IB I 
sini;) c 



hier als Konstante zu betrachten ist, so gilt nach (209 b) 



und folglich 
(21Üa) 



1 _ dz ^ I _ ^ J _ 

dij> “ cos z c cos z ’ 

“ = g * 

ca' c’ cos Z* 



Der Begriff „Strahl“ ist nicht nur ein geometrischer, 
sondern auch ein physikalischer; der Betrag des Strahlvektors 
oder die „Strahlung“ wird gemessen durch die auf Zeiteinheit 
und Flächeneinheit bezogene Wärmeentwickelung in einer 
senkrecht zur Strahlrichtung gestellten schwarzen Fläche. 
Wir haben in diesem Werke bisher nur von der „absoluten 
Strahlung“ S gesprochen, die durch eine ruhende, senk- 
recht zu @ (oder t) gestellte schwarze Fläche definiert ist. 

Es bestimmt (vgl. § 5) ^ gleichzeitig die in der Sekunde auf 

den Quadratzentimeter fallende Bewegxmgsgröße des Lichtes 
oder die Kraft des Lichtdruckes auf die schwarze Fläche. Der 
absoluten Strahlung stellen wir jetzt die „relative Strah- 
lung“ S' gegenüber; diese wird gemessen durch die Wänne- 
entwickelung, welche in der Sekunde im Quadratzentimeter 
einer zur relativen Strahlrichtung (d. h. zu t') senkrechten 
bewegten schwarzen Fläche stattfindet. Sie berechnet sich 
folgendermaßen ; 

Die Energiemenge, die in der Sekunde durch die 
Flächeneinheit einer im Raume zu t' senkrechten, bewegten 

(gedachten) Fläche hindurchtritt, ist S ■ wir können diese 

auch (vgl. § 14) als „relativen Energiestrom“ bezeichnen. 
Um die Wärmeentwickelimg in der schwarzen Fläche zu be- 
stimmen, haben wir noch die Arbeitsleistung des Lichtdruckes 
zu subtrahieren. Die in der Sekunde auf die Flächeneinheit 

auffallende Bewegungsgröße ist — • -, ihre Richtung ist diejenige 
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des absoluten Strahles; sie gibt die Druckkraft der Strahlung 
auf die schwarze Fläche an. Folglich ist die Arbeitsleistung 

des Strahlungsdruckes und daher die relatiye 

Strahlung 

( 211 ) 

Da es sich hier um ebene Wellen handelt, bei denen ® 
parallel zu r ist^ so wird mit Rücksicbt auf (209) 

(211a) S'=|'(r'®) = S^';co8z. 

Auf Grund von (210 a) können wir auch schreiben 

S’ _ 

c' * (1)' C *(0 

Verstehen wir jetzt unter dem „relativen Strahle“ einen 
Vektor ®', dessen Richtung diejenige von t' und dessen Betrag 
die relative Strahlung S' ist, so erhalten wir aus (211a) ohne 
weiteres den für ebene Wellen gültigen Ausdruck von ®' 

(211c) ©'= ‘.(t'@)- 

Wir wollen dieser synthetischen Ableitung des relativen 
Strahles eine analytische gegenüberstellen, indem wir von dem 
allgemein gültigen Ausdruck von ®' durch die elektromagne- 
tischen Vektoren ausgehen. Für ebene Wellen gelangen wir 
auf diesem Wege zur elektromagnetischen Begründung der 
obigen Konstruktion der relativen Strahlrichtung. 

Der absolute Strahl wird bestimmt durch den Poyntingschen 
Vektor 

( 212 ) @ = 

derselbe gibt den Energiestrom durch eine ruhende Fläche an. 
Der relative Energiestrom nach einer durch n gekenn- 
zeichneten Richtung ist 

(212a) 

21 * 
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er stellt die Energiemenge dar, welche in der Sekunde durch 
den Quadratzentimenter einer bewegten, senkrecht zu n gestellten 
(gedachten) Fläche im Raume hindurchtritt (vgL § 14, Glei- 
chung 76 b). 

Die auf die Flächeneinheit berechnete Kraft des Strahlungs- 
druckes ist durch (201a) gegeben. Handelt es sich um die 
relative Strahlung auf bewegte schwarze oder blanke Flächen, 
so ist die Arbeitsleistung der Flächenkraft I' von (212a) zu 
subtrahieren. Da n jetzt nicht wie im vorigen Paragraphen 
der von der Fläche fortweisenden, sondern der nach ihr hin- 
weisenden Normale parallel ist, so ist die Arbeitsleistung 
des Strahlungsdruckes an der bewegten Fläche zu 
schreiben 

( 212 b) (»r) = - ±[ 2 e.(w®) + 2 §,(w§) - 

Die Differenz von (212a) und (212b) ist es, die sich als 
Wärmeentwickelung in einer senkrecht zu n gestellten, be- 
wegten schwarzen Fläche kundgibt. Wir verstehen unter der 
„relativen Strahlung'' parallel der durch n gekennzeichneten 
Richtung eben diese Differenz; 

®) + ) • 

Wir können hiernach die relative Strahlung nach 
irgendeiner Richtung auffassen als Komponente des 
V ektors 

(213) ®'= 3 -f /,je(»e) + ^(tt§) - w(«*+ ^>) 

+ “(»[W)- 

Dieser Vektor ist der relative Strahl. 

Wir wollen an Stelle der Vektoren 6, ^ die durch (2<iß) 
definierten Vektoren 6' und einführen; wir berechnen deren 
äußeres Produkt 
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(213a) [«' §'] = im - [e [» «]] - 1 [§ [»» m] 

Nach Regel (ö) und (y) der Formelzusammenstellung in 
Bd. I, S. 452 ist: 

[e[»(g]'| = me*- «(»«) 

[[»«], [»!#]] = tti ([we] ^ ([me] it.) = w (w [«§]) • 

Demnach ergibt sich, wenn man (213a) mit multi- 
pliziert, ein Vektor, der mit (213) identisch ist. Es ist also 
der allgemeine Ausdruck des relativen Strahles durch 
die elektromagnetischen Vektoren 

(213 b) 

Die Komponente dieses Vektors nach irgendeiner 
Richtung ergibt die Wärmeentwickelung in einer senk- 
recht zu dieser Richtung gestellten, mit beliebiger 
Geschwindigkeit bewegten schwarzen Fläche an. Die 
Normale derjenigen Stellung der schwarzen Fläche, welche 
maximaler Wärmeentwickelung entspricht, ist der physikalischen 
Definition des Strahles gemäß die relative Strahlrichtung. 

Wir haben den Nachweis zu erbringen, daß für ebene 
Wellen die zu Beginn dieses Paragraphen gegebene elementare 
Ableitung des relativen Strahles aus (213b) hervorgeht. 

Für eine ebene, geradlinig polarisierte Welle bUden Ge- 
schwindigkeit t, elektrische und magnetische Feldstärke ein 
Tripel aufeinander senkrechter Richtungen. Man hat, da die 
Beträge der beiden Feldstärken einander gleich sind. 
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Aus (203) und (209) folgt 

Demnach wird der relative Strahl 

was nach Regel (d) und (y) in Bd. I, S. 452 ühergeht in 
oder 

(213c) $'=‘;(t'S). 

Damit sind wir, von der elektromagnetischen Definition 
(213 b) des relativen Strahles ausgehend, für ebene Wellen zu 
(211c) zurückgelangt. Wir sehen, daß $' parallel der Relativ- 
geschwindigkeit t' des Lichtes gegen die auffangende Fläche 
ist, daß mithin die elementare Konstruktion der rela- 
tiven Strahlrichtung auch vom Standpunkte der auf 
den elektromagnetischen Feldgleichungen des § 38 
fußenden Theorie gerechtfertigt ist. Gleichzeitigerhalten 
wir den Ausdruck (211a) bzw. (211) für die relative Strahlung 
ebener Wellen wieder. 

Die Konstruktion des relativen Strahlenganges beruht 
wesentlich auf der Voraussetzung, daß die Lichtfortpfianzung 
im Raume durch die Bewegung der Körper nicht beeinflußt 
wird. Die von dieser Konstruktion ausgehende Aberrations- 
theorie fußt demnach auf der Annahme „ruhenden Äthers". 
Die Annahme, daß der Äther sich nicht mit der Erde bei 
ihrem Umlauf um die Sonne mitbewegt, war es, die Fresnel 
der Aberrationstheorie zugrunde legte. Im Gegensätze hierzu 
nahm Stokes an, daß der Äther von der Erde mitgeführt wird; 
hier werden die Gesetze der Aberration des Fixsternlichtes nur 
durch äußerst komplizierte und willkürliche Hypothesen über 
die Bewegung des Äthers in der Umgebung der Erde gewonnen. 
Von den elektromagnetischen Theorien entspricht die Hertz- 
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sehe der Stokesschen, die Lorentzsche der Fresnelschen. Die 
Erklärung der Aberration vom Standpunkte der Hertzschen 
Elektrodynamik bewegter Körper aus begegnet ähnlichen 
Schwierigkeiten wie die Stokessche auf der elastischen Licht- 
theorie fußende Erklärung. Vom Lorentzschen Standpunkte aus 
erklärt sich die Aberration ganz ungezwungen; es ist eben die 
Bewegung der Erde gegen ein durch die Isotropie der Licht- 
fortpflanzung gekennzeichnetes Bezugssystem, welche die jähr- 
liche Periode der relativen Strahlrichtungen bedingt. Anderer- 
seits gibt die Hertzsche Theorie ohne weiteres von der Tat- 
sache Rechenschaft, daß die elektromagnetischen und optischen 
Vorgänge, welche sich ausschließlich au der Erdoberfläche 
abspielen, genau so verlaufen wie in einem ruhenden Systeme. 
Die Grundvorstelluugen der Elektron entheorie hingegen legen 
die Vermutung nahe, daß die Umlaufsbewegung der Erde auch 
diese Erscheinungen beeinflußt, und daß es möglich sein sollte, 
durch elektrodynamische oder optische V^ersuche im Labora- 
torium die jeweilige Richtung der Erdbewegung festzustellen. 
Daß dies nicht der Fall ist, beruht nach H. A. Lorentz auf 
einer merkwürdigen Kompensation der Wirkungen; ^vir kommen 
später darauf zurück. 

§ 42. Die Keflexion des Lichtes durch einen bewegten 

Spiegel. 

Wir behandeln in diesem Paragraphen das Problem der 
Reflexion des Lichtes durch einen in gleichförmiger Trans- 
lationsbewegung begriffenen, vollkommen blanken Spiegel*). 
Wir könnten dabei in ähnlicher Weise Vorgehen, wie es im 
§ 40 für den Fall senkrechter Inzidenz geschah, wo neben 
den Gesetzen der Lichtfortpflanzung im Raume die an der 
spiegelnden Fläche vorgeschriebene Grenzbedingung herangezogen 
wurde. Wir ziehen es indessen vor, die allgemeinen Impuls- 
sätze und den Energiesatz zugrunde zu legen. Auf diese 
Weise treten die Voraussetzungen, auf denen die gegebene 
Lösung beruht, deutlicher hervor: Es ist erstens die Grund- 
hypothese der Elektronentheorie, daß die Lichtfortpflanzung 
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im Raume durch die Bewegung der Körper (hier des 
Spiegels) nicht beeinflußt wird. Zweitens die Annahme 
einer Bewegungsgröße der Lichtwellen, welche der Rich- 
tung nach durch den absoluten Strahl bestimmt, dem Betrage 
nach dem Quotienten aus der Energie und der Geschwindig- 
keit des Lichtes gleich ist; diese Annahme kommt schon 
bei der Ableitung des Lichtdruckes auf ruhende Flächen ins 
Spiel. Drittens endlich die Eigenschaft des idealen Spiegels, 
die in § 40 abgeleitet wurde, keiner scheerenden Druckkraft 
des Lichtes ausgesetzt zu sein. Diese dritte Voraussetzung 
kauö, ’A'e sich zeigen wird, auch durch das Huyghenssche 
Prinzip ersetzt werden. 

Wir legen die (y^)-Ebene in die Spiegelebene, die x-Achse 
weise nach außen. Es bezeichnen ß^, ß^, die durch c ge- 
teilten Komponenten derTrauslationsgeschwindigkeit desSpiegels. 
Es seien — «j und -f a, die Kosinus der Winkel, welche die 
absoluten Strahlrichtungen der einfaUeuden und der reflektierten 
Welle mit der x-Achse einschließen. Das Licht sei mono- 
chromatisch, und es seien v^ bzw. v, die Schwingungszahlen 
der einfallenden und reflektierteu Wellen an einem im Raume 
festen Punkte; v' hingegen sei die Schwingungszahl an einem 
Punkte des bewegten Spiegels. Dem Dopplerschen Prinzip 
(§ 14) zufolge sind die Schwingungszahlen i> uud v' der an 
einem festen und einem bewegten Punkte gezählten Lichtwellen 
durch die allgemeine Beziehung yerknüpft 

(214) ^ = 1— /Icosqp. 

Dabei ist <p der Winkel des absoluten Strahls gegen die 
Bewegungsrichtung. Diese Formulierung des Dopplerschen 
Prinzips gilt sowohl dann, wenn der Beobachter sich bewegt, 
als auch wenn die Lichtquelle sich bewegt, falls unter v jedes- 
mal die Schwingungszahl an einem absolut ruhenden Punkte 
verstanden wird. Aus (214) folgt nun ohne weiteres 

(214a) ^=l-^cosqOj, ^ = 1 - /3 cosgi, 

Vj Vj5 
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und daher bestimmt sich die Schwingungszahl des reflektierten 
Lichtes folgendermaßen; 

j», 1 — ß cos qp, 

r, 1 — ß cos qpj ■ 

Es sind und Äj die absoluten Strahlungen des einfallen- 
den und des reflektierten Lichtes, d. h. die Energiemengen, 
die in der Sekunde durch die Flächeneinheit ruhender, zur ab- 
soluten Strahlrichtung senkrechter Flächen treten. Für schief 
gestellte und bewegte Flächen ist die -durch die Flächeneinheit 
tretende Energiemenge der zur Fläche normalen Komponente 
der Relativgeschwindigkeit proportional. Die Normalkompo- 
nenten der Relativgescbwindigkeit sind für die einfallenden 
bzw. reflektierten Wellen in der gewählten Bezeichnung 

c(«i + ßj bzw. c(aj — /3J. 

Demnach sind die auf den Spiegel fallenden bzw. von ihm 
ausgesandten Energiemengen, berechnet auf Flächeneinheit 
und Zeiteinheit: 

+ß^) bzw. S^{a^-ßJ 

und die Vektoren der auffallenden bzw. entsandten Bewegungs- 
größe: 

^ («1 + ßx) bzw. ^ («J - ßj. 

Die am Spiegel angreifende Flächenkraft des Strah- 
lungsdruckes ist gleich der vektoriellen Differenz der in der 
Sekunde einfallenden und reflektierten Bewegungsgröße 

(215) X'=^^(a, + ß;)-^(a,-ß;). 

Da eine Wärmeentwicklung nach der Definition des voll- 
kommenen Spiegels ausgeschlossen ist, so kann Energie an 
den Spiegel nur in Form von Arbeitsleistung des Strah- 
lungsdruckes abgegeben werden. Man erhält demnach 

(215a) (tt.2') = + ß^) - - /JJ. 

Nach (215) ist aber 

(ttiS') = Ä,/3cosg>i («1 -I- ß^) - S^ß cosqpj («j - 
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Man erhält also 

(215b) S^(a^ + /3J(1 - ßcosq>,) = - /3J(1 - ß cos^),). 

Es treten hier wieder die auch in den Ausdruck des 
Dopplerschen Prinzips (214 b) eingehenden Größen auf, deren 
Bedeutung uns bekannt ist. Es sind 

c(l— /Scos^j) bzw. c(l— ^cosqp,) 
die Geschwindigkeiten, mit denen ein Punkt des bewegten 
Spiegels sich senkrecht gegen die Lichtwellen bewegt, oder 
anders ausgedrückt, die Geschwindigkeiten, mit denen die Licht- 
wellen über einen im Spiegel festen Punkt fortstreichen. Es 
sind ferner 

yi — Oj* bzw. y\ — Oj* 

die Sinus der Winkel, welche die absoluten Strahlrichtungen 
mit der Spiegelnormalen einschließen. Demnach sind die Ge- 
schwindigkeiten, mit denen die Schnittgeraden der 
Wellenebenen längs der spiegelnden Ebene forteilen: 

Das Huyghenssche Prinzip verlangt nun, daß diese 
beiden Geschwindigkeiten, mit denen die Spuren der einfallen- 
den und der gespiegelten Wellen längs der Spiegelebene fort- 
eilen, einander gleich seien. Es bestimmt die Richtung des 
reflektierten Strahles aus dieser Forderung: 

1 — ß cos qp, 1 — ß cos qp, 

y r- «7" ~ ’ 

es verlangt ferner, daß der reflektierte absolute Strahl in der 
Einfallsebene liegt. 

Aus der Beziehung (216) und der aus der Energiegleichung 
und der Impulsgleichung gewonnenen (215b) folgt nun: 

(216a) 0 = sya, + ß^)yr=T^ - s,{a, - ßj yi~«,T 

Hier steht rechts nichts anderes als die mit c multipli- 
zierte, in die Spiegelebene fallende Komponente der Flächen- 
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kraft %' des Strahlungsdruckes (vgl. 215). Wir haben damit 
ans dem Huyghensschen Prinzip abgeleitet, daß der Strahlungs- 
druck senkrecht zur Ebene des idealen Spiegels wirkt. 

Wir hätten umgekehrt auch von der Forderung ausgehen 
können, daß der Strahlungsdruck keine scheerende Komponente 
besitzt; wir hatten dies ja im § 40 aus den Grenzbedingungen 
der Elektrodynamik bewegter Körper abgeleitet. Da alsdann 
die tangentiellen Komponenten der auffallenden und reflektierten 
Bewegungsgröße einander gleich sein müssen, so folgt ohne 
weiteres, daß der gespiegelte absolute Strahl in einer Ebene 
mit dem einfallenden Strahl und der Spiegebiormale liegt, und 
daß die Differenz (216 a) der in die Spiegelebene fallenden Kom- 
ponenten der auffallenden bzw. entsandten Bewegungsgröße 
gleich Null ist; hieraus und aus (215b) folgt alsdann die Be- 
ziehung (216), welche das Huyghenssche Prinzip formuliert. 
Wir sehen also: Das Huyghenssche Prinzip und die 
Forderung, daß die Kraft des Strahlungsdruckes auf 
die Spiegelebene keine tangentielle Komponente be- 
sitzt, sind einander vollkommen äquivalent. 

Es sind 



(216b) 



1 - ß cos(pi = 1 + ±yi- ay ■ Vß; + ß,\ 
1 - ß coscp, = 1 - ß^a, ± -|/r=r^ ■ Vß7+~^'- 
Hieraus und aus (216) folgt 

1/1 _“i’ l/i-“.’' 



Man sieht, daß die Richtung des reflektierten Strahles 
nur von der normalen Komponente der Spiegelge- 
schwindigkeit abhängt. Bewegt sich der Spiegel in seiner 
Hbene, so erfolgt die Reflexion des Lichtes genau so wie am 
ruhenden Spiegel. 

Mit Rücksicht auf (216) und (216b) können wir jetzt die 
Formel (214 b), welche das Dopplersche Prinzip enthält, folgender- 
maßen schreiben: 



(217) 



V, 1 0 0 ( . ' 

* '^x 2 
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Aach die Schwingungszahl des reflektierten Lichtes 
hängt nur von der normalen Komponente derSpiegel- 
geschwindigkeit ab. 

Was den normalen Lichtdruck anbelangt, so folgt 
aus (215) 

(218) p' i; = + ßx) + - ^*))- 

Er ist bestimmt, wenn man die Richtung und den Betrag 
der reflektierten Strahlung kennt. Letzterer aber bestimmt sich 
aus dem Dopplerschen Prinzip (214b) und der durch Ver- 
einigung der Energiegleichung und Impaisgleichung gewonnenen 
Beziehung (215b) folgendermaßen: 

('219 1 IV 1 _ _*v ! __i*/ 

^ ■ n V, 

Die in der Sekunde auf den Spiegel fallenden und 
die von ihm im reflektierten Lichte entsandten 
Energiemengen verhalten sich wie die entsprechenden 
Schwingnngszahlen. 

Wie aus (216b) folgt, liegen die Kosinus Oj,«, der Wellen- 
normalen gegen die Spielnormale in den einander zugeordneten 
Intervallen 

- < a, < 1 , 

Die Grenzen entsprechen dem im relativen Strahlengange 
streifenden, bzw. dem senkrecht einfallenden und reflektierten 
Strahle. Sieht man von dem ersteren Grenzfalle, wo nach (218) 
der Strahlungsdruck Null ist, ab, so gilt 

«! + “»> 0. 

Infolgedessen gestattet es die Identität 
(1 -f (1 - «,*) - (1 - ß^a,y (1 - «,*) 

= («1 + « s ){ 2 / 5 ^ - 2 / 3 ,«, + (1 + / 3**)(«1 - 
aus (216 b) die Gleichung abzuleiten 
( 220 ) 2ß, - 2 ^, 0 ,«, + (1 + ßj) («, - «,) = 0 . 
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Aus dieser Beziehung ergeben sich zwei neue Formeln, 
die beide zur Bestimmung des Reflexionswinkels dienen können : 



(220a) 



(220b) 



2 = _?*_ ^ 4- “i 

+ “i-K’ 



Aus der letzten Gleichung, im Verein mit (216b), folgt: 



(220c) 



= "* — ß^ 

Vl-a.* yT^,* 



Diese Beziehung führt zu einer sehr einfachen Kon- 
struktion der Richtung des reflektierten Strahles, falls der 
Spiegel sich senkrecht zu seiner Ebene bewegt. Alsdann sind 
Zähler und Nenner in (220c) nichts anderes als die durch c 
geteilten Komponenten der Relativgeschwindigkeit des ein- 
fallenden bzw. des reflektierten Lichtes gegen den Spiegel. 
Bewegt sich der Spiegel senkrecht zu seiner Ebene, 
so gilt das Reflexionsgesetz: Im relativen Strahlen- 
gange ist der Reflexionswinkel dem Einfallswinkel 
gleich. Im allgemeinen Falle gilt dieses Gesetz für 
den relativen Strahlengang, den ein nur an der Be- 
wegung des Spiegels senkrecht zu seiner Ebene teil- 
nehmender Beobachter wahrnimmt. 

Aus der absoluten Geschwindigkeit ti des einfallenden 
Lichtes bestimmt sich die Relativgeschwindigkeit t/ gegen den 
bewegten Spiegel nach der Konstruktion des vorigen Para- 
graphen. Aus derselben Konstruktion (Abb. 5) kann man, wenn 
die Richtung der Relativgeschwindigkeit fj' des reflektierten 
Strahles gegen den Spiegel bekannt ist, die absolute Ge- 
schwindigkeit fj desselben finden, deren Betrag c ja ein für 
allemal gegeben ist. Bewegt sich der Spiegel senkrecht 
zu seiner Ebene, so schließen, wie wir fanden, die Vektoren 
— tj' und tj' den gleichen Winkel mit dem Vektor in ein; man 
hat demnach 

= ’T- 
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Da ferner der Vektor to beiden Dreiecken gemeinsam und 
die Längen der den Winkeln bzw. gegenüberliegenden 
Seiten gleich c sind, so findet sich Xi = Z« ‘J- der Winkel, 
den der relative und absolute Strahl miteinander ein- 
scbließen, ist der gleiche für das einfallende und das 
reflektierte Licht. Dabei ist, wenn die Bewegung des 
Spiegels in Richtung der äußeren Normalen erfolgt, der 
Einfallswinkel im relativen Strahlengange um Xi kleiner als 
im absoluten, und der Reflexionswinkel im absoluten Strahlen- 
gange um X* kleiner als im relativen, so daß der Reflexions- 
winkel im absoluten Strahlengange um 

Zi + Z» = 2xi 

kleiner ist als der EinfaUswinkel. Erfolgt dagegen die Be- 
wegung des Spiegels in entgegengesetztem Sinne, so ist im 
absoluten Strahlengange der Reflexionswinkel um 2x, größer 
als der Einfallswinkel. Bewegt sich der Spiegel schief zu 
seiner Ebene, so kann man den reflektierten absoluten Strahl 
in derselben Weise bestimmen, indem man nur den zur Spiegel- 
ebene senkrechten Bestandteil von Iti berücksichtigt. Dagegen 
der unter Berücksichtigung des gesamten U bestimmte relative 
Strahlengang befolgt in diesem allgemeinen Falle keine einfach 
auszusprechende Regel; der Reflexionswinkel ist hier im all- 
gemeinen nicht gleich dem Einfallswinkel. Nur im Falle 
einer Bewegung parallel der Spiegelebene liegt die 
Sache wieder sehr einfach; wie im absoluten, so ist auch im 
relativen Strahlengange in diesem Falle der Reflexionswinkel 
dem Einfallswinkel gleich. 

Handelt es sich um ein einfallendes Lichtbündel, dessen 
Strahlenkegel im absoluten Strahlengange den körperlichen 
Winkel tOj einschließt, so bestimmt sich der Ofihmngswinkel o, 
des gespiegelten Strahlbündels am einfachsten aus (220a). 
Man findet o», _ d«, _ /c, — ß^y 

fi), da, \a, -1- ß^/ ’ 

was nach (220b) und (217) ergibt 

0), ^ (üi)"*. 
a, Ul / 
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Die Ton einem absolut ruhenden Beobachter wahr- 
genommenen Öffnungswinkel des einfallenden und 
des gespiegelten Strahlbündels verhalten sich wie die 
reziproken Quadrate der beobachteten Schwingungs- 
zahlen. 

Aus (219) folgt übrigens durch Einführung von (217) 
und (220b) 

( 222 ) 



^ — (h\ 
S, \vj 



Die absoluten Strahlungen verhalten sich wie die 
Quadrate der Schwingungszahlen. 

Infolge der genannten Relationen geht (218) über in 



1 >' = f («1 



“i + ßx 



+ 



— ^-1 
Ot — ßxi 



oder, gemäß (220a), in 

^ C(.1-ßx^ 

Dies ist der Betrag des normalen Strahlungs- 
druckes bei schiefer Inzidenz des Lichtes. Bei senk- 
rechter Inzidenz wird die Gleichung (208) des § 40 wieder 
erhalten. Auch bei schiefer Inzidenz wird der Strah- 
lungsdruck unendlich für = 1, d. h. wenn der Spiegel 
sich senkrecht zu seiner Ebene mit Lichtgeschwindig- 
keit bewegt. Fällt auf die Vorderseite des Spiegels eine 
noch so geringe Strahlung, so kann sich der Spiegel senkrecht 
zu seiner Ebene nicht mit Lichtgeschwindigkeit bewegen. Be- 
merkenswert ist der Gegensatz zum Falle des bewegten starren 
Elektrons, wo Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit keineswegs 
auszuschließen war. 




§ 43. Die Temperatur der Strahlung. 

Die strahlende Wärme ist für die Ökonomie des Weltalls 
von der größten Bedeutung; sind es doch die Sonnenstrahlen, 
die alle Bewegung und alles Leben auf der Erde unterhalten. 
Wenn anders die Hauptsätze der mechanischen Wärmetheorie 



Digitized by Coogle 



336 



Zweiter Abschnitt. Vorgänge in wägbaren Körpern. 



§ 48 . 



überhaupt eine allgemeine Gültigkeit besitzen, so müssen sie 
nicht nur auf die in dem materiellen Körper enthaltene, sondern 
auch auf die strahlende Wärme Anwendung finden. Daher 
hat schon R. Clausius bei der Begründung der Thermodynamik 
die thermischen Wirkungen der Strahlung in Betracht ge- 
zogen, und G. KirchhofiF ist bei seinen für die Strahlungs- 
theorie grundlegenden Untersuchungen von der Gültigkeit des 
Carnot-Clausiusschen Prinzipes für die Licht- und Wärme- 
strahlung ausgegangen. Wir wollen in diesem Paragraphen 
einige Folgerungen entwickeln, welche sich aus der Anwendung 
der Thermodynamik auf die Wellenstrahlung ergeben. 

Wir denken uns ein Bündel unpolarisierten Lichtes von 
dem kleinen Oflhungswinkel m. Durch eine senkrecht zur 
Achse des Bündels gestellte Fläche messen wir die Strahlungs- 
intensität S] bei Lichtstrahlen im engeren Sinne könnten wir 
die Lichtstärke photometrisch messen, wir denken uns hier 
jedoch stets die Strahlungsintensität bolometrisch, d. h. durch 
ihre thermische Wirkung gemessen. S ist bereits auf die Ein- 
heit der auffangenden Fläche berechnet; es erweist sich ferner 
als zweckmäßig, sie auf die Einheit des körperlichen Winkels 
zu beziehen und die Strahlung spektral zu zerlegen. Wir nennen 

(224) 

0 

die „gesamte Helligkeit“ des Strahlbündels und H die 
Helligkeit der spektral zerlegten Strahlung oder die „Hellig- 
keit“ schlechtweg. Beobachtet man ein monochromatisches 
Lichtbündel oder auch ein aus verschiedenfarbigem Lichte 
zusammengesetztes in verschiedenen Entfernungen von der ent- 
sendenden Fläche, so nimmt die Strahlungsintensität S um- 
gekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung von der 
leuchtenden Fläche ab; in demselben Maße aber nimmt der 
körperliche Winkel ca ab, unter welchem die leuchtende Fläche 
gesehen wird. Die Helligkeit jeder Farbe und auch ihr über 
das ganze Spektrum erstrecktes Integral ändert sich bei der 
freien Fortpflanzung des Lichtes im Raume nicht. 
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Mit M. Planck**) werden wir den Vorgang der ungestörten 
Lichtfortpflanzung im Raume, da er sich durch passend ge- 
wählte Hohlspiegel oder Linsen rückgängig machen läßt, als 
umkehrbaren Vorgang im Sinne der Thermodynamik betrachten. 
Da bei einem umkehrbaren, ohne Arbeitsleistimg verlaufenden 
Vorgänge die Temperatur sich nicht ändert, so erscheint es 
sachgemäß, einer bestimmten Helligkeit monochromatischer 
Strahlung in eindeutiger Weise eine bestimmte Temperatur 
zuzuordnen. Es können hiernach zwei Lichtquellen, z. B. die 
Sonne und eine Öllampe, dieselbe Lichtstärke ergeben, während 
die „Helligkeiten“, entsprechend den verschiedenen Öfifnungs- 
winkeln der Lichtbündel, ganz verschiedene sind. Der weit 
größeren Helligkeit des Sonnenlichtes entspricht eine weit 
höhere Temperatur. Dabei brauchen die Temperaturen der 
einzelnen im Lichtbündel vertretenen Farben im allgemeinen 
nicht die gleichen zu sein. Die Temperatur jeder einzelnen 
Farbe aber bleibt bei der freien Fortpflanzung des Lichtes 
konstant. 

Es erscheint hiernach unzulässig, thermodynamische Be- 
trachtungen auf streng ebene Wellen anzu wenden; denn für 
verschwindenden ÖfiFnungswinkel o> wird bei endlicher Strah- 
lungsintensität die Helligkeit nach (224) unendlich. In der 
Tat würde ja eine endliche Strahlung pro Flächeneinheit eine 
unendliche Gesamtemission der unendlich entfernten Licht- 
quelle voraussetzen, was wir aussohließen müssen. Es kann 
zwar der ÖfiFnungswinkel w sehr klein, aber niemals gleich 
Null angenommen werden. Ebensowenig ist es vom Stand- 
punkte der Thermodynamik aus gestattet, von streng mono- 
chromatischem Lichte zu reden; denn eine endliche Strahlungs- 
intensität in einem verschwindenden Intervalle von Schwingungs- 
zahlen würde unendliche Helligkeit H, d. h. unendliche Tempe- 
ratur ergeben; unendliche Temperatur bedeutet aber in der 
Thermodynamik freie Verwandelbarkeit in Arbeit. Auf die 
Energie streng periodischer elektrischer Wellen ist demnach 
der zweite Hauptsatz der Thermodynamik, welcher die Ver- 
wandelbarkeit in Arbeit einscbränkt, überhaupt nicht an- 

Abraham, Theorie der Elektrisität. II. 2. Aufl. 22 
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zu wenden. Von den rein periodischen langen V ,• , ^le 

kurzen, durch ihre leuchtende und wärmende ' ^ sich 

kundgebenden Wellen gerade dadurch unterschit u, daß sie 
nicht streng monochromatisch sind. Jede „natürliche“ Strah- 
lung, z. B. diejenige einer Spektrallinie, erfüllt ein zwar kleines, 
aber doch von Null verschiedenes spektrales Intervall von 
Schwingungszahlen. Gerade die Anwesenheit einer großen 

Zahl von Partialwellen, welche in regelloser Weise miteinander 
interferieren, ist nach M. Planck diejenige Eigenschaft der 
„natürlichen Strahlung“, welche die Anwendung der Thermo- 
dynamik ermöglicht. Wenn wir im folgenden von „mono- 
chromatischem Lichte“ reden, so verstehen wir danmter stets 
solches, dessen Schwingungszahlen ein kleines, aber doch von 
Null verschiedenes Intervall dv erfüllen. 

Um nun den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik für 
die Ermittelung der Beziehung zwischen Helligkeit und Tempe- 
ratur fruchtbar zu machen, müssen wir einen reversibeln, mit 
Arbeitsleistung verbundenen Vorgang angeben, bei welchem 
die Helligkeit der Strahlung verändert wird. Ein solcher Vor- 
gang ist der im vorigen Paragraphen behandelte, nämlich die 
Reflexion eines Lichtbündels durch einen bewegten voll- 
kommenen Spiegel; wir überzeugen uns unschwer davon, daß 
derselbe umkehrbar im Sinne der Thermodynamik ist. 

Wir stellen zu diesem Zwecke zwei Vorgänge einander 
gegenüber. Bei dem ersten sei die absolute Strahlung, 
Oj der kleine Oflfnungswinkel des einfallenden monochromata- 
tischen Lichtbündels, dv^ sei die Breite des Intervalles der 
Schwingungszahlen; a, sei der Kosinus des Winkels, welchen 
die Achse des Bündels mit der Spiegelnormale einschließt. Durch 

(224a) ca, dv■^ 

ist sodann die Helligkeit des einfallenden Bündels definiert. 
Bei dem ersten der betrachteten Vorgänge soll nun positiv 
sein, d. h. der Spiegel soll sich dem einfallenden Lichte ent- 
gegen bewegen. Dabei wird von äußeren Kräften gegen den 
Strahlungsdruck eine gewisse Arbeit geleistet. Aus (216 b) 



i 
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bestimmt sich der Kosinus «, des Reflexionswinkels; der Re- 
flexionswinkel ist kleiner als der EinfaUswinkel. Nach (217) 
wird die Schwingungszahl des Lichtes bei der Reflexion ver- 
größert und gemäß (222) die absolute Strahlung im Verhältnis 
des Quadrates der Schwinguugszahlen verstärkt. Da nach (221) 
der Offnungswinkel des Bündels im umgekehrten Verhältnis 
des Quadrates der Schwingungszahlen verringert wird, so ist 

S, dv, S, ea, /’’iV 

H,dv, 0), )S, \v,/ 




Dabei ist, wie aus (217) bervorgeht, das Verhältnis v^:v^ 
bei gegebener Bewegung des Spiegels ein konstantes, so daß 
man hat 

= *'> . 
dv, r. 

Demgemäß wird 



(226) 




Die Helligkeiten der beiden Bündel verhalten sich 
wie die dritten Potenzen der Schwingungszahlen. 

Dem soeben betrachteten Vorgänge, bei dem Oj der Ko- 
sinus des Reflexionswinkels war, stellen wir jetzt einen zweiten 
Vorgang gegenüber; hier soU der Einfallswinkel denjenigen 
Wert besitzen, den vorher der Reflexionswinkel besaß. Wie 
der Wert von «j, so sollen jetzt auch die Werte von v^, S^, 
und (Oj, die hei dem ersten Vorgänge dem reflektierten 
Bündel zukamen, jetzt dem einfaUenden Bündel zugeschrieben 
werden. Gleichzeitig soR die Bewegung des Spiegels in ent- 
gegengesetzter Richtung vor sich gehen, derart, daß einen 
dem Betrage nach gleichen, dem Vorzeichen nach aber entgegen- 
gesetzten Wert annimmt. Setzen wir dementsprechend — 
an SteUe von ß^ und den Index 2 an Stelle des Index 1, so 
bleibt (216 b) erfüllt, wenn «j jetzt der Kosinus des Reflexions- 
winkels ist. Wie der Reflexionswinkel des zweiten Vorganges 
gleich dem Einfallswinkel des ersten ist, so ist nach (217) die 
kleinere Schwingungszahl v, jetzt diejenige des reflektierten 
Bündels. Folglich sind nach (219) die in der Sekunde um- 

22 « 
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gewandelten Mengen strahlender Wärme die gleichen wie vor- 
her; die Umwandlung geschieht indessen in entgegengesetztem 
Sinne. Die gleiche Arbeit, die vorher gegen den Strahlungs- 
druck geleistet wurde, wird nunmehr von ihm geleistet. Im 
thermodynamischen Sinne gesprochen macht also der zweite 
Vorgang den ersten rückgängig. Die Reflexion eines Licht- 
bündels durch einen bewegten vollkommenen Spiegel 
ist ein reversibler Prozeß. 

Den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik auf die in der 
Sekimde umgewandelten Wärmemengen an wendend, erhalten wir 

/007\ "b ßx) ^ (®t ßx) 

yiii) 

Dabei sind •&, und ö-, die Temperaturen der beiden 
monochromatischen Lichtbündel, gemäß der thermo- 
dynamischen Definition der absoluten Temperatur. 

Aus (227) in Verbindung mit der aus dem Dopplerschen 
Prinzip und der Energie- und Impulsgleichung abgeleiteten 
Relation (219) folgt 
(227 a) : »g = i/, : i/g. 

Die Temperaturen der beiden Lichtbündel ver- 
halten sich wie ihre Schwingungszahlen. 

Hieraus und aus (226) ergibt sich 

(227 b) = 

Die Helligkeiten der beiden monochromatischen 
Bündel verhalten sich wie die dritten Potenzen der 
absoluten Temperaturen. An Stelle von (225) aber können 
wir schreiben 

(227 c) H^dv^ : H^dv^ = 9^/ : 0-,^. 

Wir forderten oben, daß einem jeden monochromatischen 
Lichtbündel eine Temperatur zugeordnet werde, welche ein- 
deutig durch seine Farbe und Helligkeit bestimmt ist. Diese 
Zuordnung muß, wie für jedes Lichtbündel, so auch für die 
beiden hier betrachteten gelten. Die Relationen (227 a, b) 
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Bchränken die Form dieser universellen Beziehung ein; die 
allgemeinste, ihnen genügende Bestimmung der Temperatur ist: 

(228) ^ = 

wo f eine willkürliche Funktion ist. Wir können dafür auch 

schreiben 

(228a) 



Damit haben wir das thermodynamische Gesetz 
der Wellenstrahlung erhalten. 

Die beiden Relationen (227 a) und (227 b), aus denen das 
Gesetz sich ergibt, mögen als Verschiebungsgesetz und 
Verstärkungsgesetz bezeichnet werden. Das Verschiebungs- 
gesetz (227a) ordnet bei der Vergleichung der Helligkeiten, 
die zwei verschiedenen Temperaturen entsprechen, zwei ver- 
schiedene Farben einander zu, deren Schwingungszahlen im 
Verhältnis der Temperaturen stehen. Das Verstärkungsgesetz 
(227b) besagt sodann, daß die Helligkeiten der einander so 
zugeordneten Farben sich verhalten wie die dritten Potenzen 
der absoluten Temperaturen. Ist für eine gegebene Temperatur 
empirisch die Helligkeit in ihrer Abhängigkeit von der 
Schwingungszahl gegeben, so ist diese Abhängigkeit durch 
das thermodynamische Strahlungsgesetz (228a) für jede andere 
Temperatur bestimmt. 

Das Verstärkungsgesetz hat zuerst L. Boltzmann*) ab- 
geleitet, indem er einen von Bartoli angegebenen Kreisprozeß 
verwandte und den Maxwellschen Lichtdruck einführte. Er 
erhielt es nicht in der Form (227b), sondern in derjenigen 
Form, die aus (227 c) hervorgeht, wenn man zwei Lichtbündel 
betrachtet, in denen alle Farben die gleiche Temperatur •9-^ 
bzw. 9’j besitzen. Es wird gestattet sein, solches Licht, in 
welchem alle Farben vertreten sind, und zwar mit der gleichen 
Temperatur, als „weißes Licht“ zu bezeichnen. Vergleicht 
man die Gesamthelligkeiten zweier weißer Lichtbündel, so wird 



(228 b) 



« ßf 

J* H^dv^ : J H^dv^ = 
0 
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Die gesamten Helligkeiten zweier BQndel weißen 
Lichtes verhalten sich wie die vierten Potenzen ihrer 
absoluten Temperaturen. Das ist das Gesetz, welches zuerst 
von Stefan als empirisches Gesetz aufgestellt und dann, wie 
erwähnt, von Boltzmann theoretisch begründet wurde. Die 
Gleichung (227 c) überträgt das Stefan-Boltzmannsche Gesetz 
auf zwei monochromatische Lichtbündel. 

Das Verschiebnngsgesetz wurde zuerst von W. Wien 
angegeben.**) Doch vermochte dieser Autor es nicht, den Zu- 
sammenhang desselben mit dem Dopplerschen Prinzip und dem 
Strahlungsdrucke in ein wandsfreier Weise zu formulieren. Das 
gelingt in der Tat nur dann, wenn man von einer präzisen 
Lösung des Problemes der Lichtreflerion durch einen bewegten 
Spiegel ausgeht. Auf dem hier verfolgten, zuerst vom Ver- 
fasser dieses Weiies eingeschlagenen Wege*) erhält man das 
Verschiebungsgesetz und das Verstärkungsgesetz mit einem 
Schlage; ihr Zusammenhang mit den Prinzipien der elektro- 
magnetischen Mechanik tritt bei dem gegebenen Beweise deut- 
lich hervor. Wir durften uns nicht mit der Lösung des 
Reflexionsproblemes für den Fall senkrechter Inzidenz ebener 
Wellen begnügen, weil die Kenntnis des Verhältnisses der 
Offnungswinkel der beiden Lichtbündel zur Ermittelung des 
Verhältnisses der Helligkeiten erforderlich war und das Ver- 
hältnis der Öfifnungs winke! (221) durch Differentiation von Oj 
nach ßj erhalten wird. Um diese Differentiation ausführen zu 
können, muß das lleflexionsproblem für den Fall schiefer 
Inzidenz gelöst sein. 

Wie man sieht, ergibt sich das thermodynamische Gesetz 
der natürlichen Strahlung aus den allgemeinen Eigenschaften 
der elektromagnetischen Strahlung auf Grund des thermo- 
dynamischen Temperaturbegriffes. Das Gesetz ist auf jede be- 
liebige natürliche Licht- und Wärmestrahlung anzuwenden, wie 
sie auch immer entstanden sein mag. Die so bestimmte 
Temperatur der Strahlung ist aber im allgemeinen durchaus 
nicht mit der Temperatur des strahlenden Körpers identisch. 
Wir müssen die Beziehungen, die zwischen der Temperatur 
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des emittierenden Körpers imd der Temperatur der entsandten 
Strahlung bestehen, hier kurz erläutern, da auf ihnen die Ver- 
gleichung der strahlungstheoretischen und der gewöhnlichen 
gastheoretischen Temperaturskala beruht. 

Natürliches Licht kann auf zwei wesentlich verschiedene 
Weisen entstehen: Durch reine Temperaturstrahlung und 
durch Luminiszenz. Die reine Temperaturstrahlung ist ein 
rein thermischer Vorgang. Die Energie der Wellen entstammt 
dem Wärmevorrat des emittierenden Körpers und ist durch 
seine Temperatur bestimmt; chemische und elektrische Vor- 
gänge spielen bei dieser Art der Emission nicht mit. Bei der 
Luminiszenz hingegen spielen Vorgänge nicht thermischer Natur 
mit, und demgemäß ist die entsandte Strahlung nicht aus- 
schließlich durch die Temperatur der Lichtquelle bedingt. 
Daher kann bei den Vorgängen der Luminiszenz von einer 
allgemein gültigen Beziehung zwischen den Temperaturen der 
Lichtquelle und der Strahlung keine Rede sein. Man hat ge- 
funden, daß zu den auf Luminiszenz beruhenden Vorgängen 
die Emission der Linienspektra gehört. Die Temperatur des 
Lichtes der Spektrallinien gestattet daher durchaus keinen 
Rückschluß auf die Temperatur des entsendenden Körpers. 

Für die reine Temperaturstrahlung lassen sich Be- 
ziehungen zur Temperatur des leuchtenden Körpers aus der 
Thermodynamik ableiten. Man denke sich einen Hohlraum, 
dessen Wände reine Temperaturstrahler sind; diese Wände 
seien auf einer gegebenen Temperatur ö' gehalten. Nach dem 
Clausiusschen Axiome müssen sich in diesem Systeme, da 
andere als rein thermische Vorgänge ausgeschlossen sind, die 
Temperaturen ausgleichen; es muß sich schließlich ein ther- 
mischer Gleichgewichtszustand hersteUen, bei welchem alle Teile 
des Systemes die gleiche Temperatur O' besitzen. Das gilt 
nicht nur von der Temperatur der materiellen Körper, die man 
etwa in den Hohlraum bringen mag, sondern auch von der 
Temperatur der den Hohlraum erfüllenden Strahlung selbst. 
Die T emperatur der Hohlraumstrahlung ist gleich der 
Temperatur der Wände. Ein im Innern des Hohlraumes 
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befindlicher Beobachter würde von allen Seiten Licht der 
gleichen Helligkeit und der gleichen spektralen Zusammen- 
setzung empfangen. Die Helligkeit muß sich der Temperatur 
des Hohlraumes so zuordnen, wie es das thermodynamische 
Strahlungsgesetz (228a) fordert. Die Temperatur aller Farben 
muß die gleiche sein, so daß das Licht als „weiß“ in dem 
oben angegebenen Sinne zu bezeichuen ist. Könnte man sich 
in das Innere eines Hohlraumes begeben, dessen Wände so 
stark erhitzt sind, daß sie infolge ihrer Temperatur leuchten, 
so könnte man das thermodynamische Strahlungsgesetz experi- 
mentell prüfen, wenigstens in demjenigen Temperaturbereiche, 
in welchem eine auf der gastheoretischen Skala beruhende 
Temperturmessung möglich ist. 

Da es nun aus naheliegenden Gründen unmöglich ist, 
sich in einen derartig erhitzten Hohlraum hineinzubegeben, so 
hat man einen Kunstgriff angewandt; derselbe war nicht so 
selbstverständlich, wie er uns jetzt erscheinen mag; er besteht 
darin, daß man in die Wand des Hohlraumes ein kleines Loch 
bohrt und durch dieses hineinblickt. Dieser Gedanke ist zuerst 
von L. Boltzmann ®) ausgesprochen und später von 0. Lummer 
und W. Wien *“) durchgeführt worden. Ist die Öffnung des 
Hohlraumes hinreichend klein, so stört sie die Herstellung des 
thermischen Gleichgewichtes im Hohlraume nicht; die ent- 
sandte Strahlung ist dann diejenige „weiße Strahlung“, welche 
der Temperatur des Hohlraumes entspricht. Die experi- 
mentelle Untersuchung der Hohlraumstrahlung durch 
0. Lummer und E. Pringsheim hat sowohl das auf 
die Gesamtstrahlung bezügliche Stefan-Boltzmannsche 
Verstärkungsgesetz, als auch das Verschiebungsgesetz 
durchaus bestätigt. Von einer Bestätigung kann natürlich 
nur so weit die Rede sein, als die auf den Gasgesetzen be- 
ruhende Temperaturskala sich realisieren läßt. Bei Tempera- 
turen oberhalb 1200® C stößt die Anwendung der gastheore- 
tischen Skala auf Schwierigkeiten. Hier ist diese Skala durch 
die strahlungstheoretische Temperaturskala zu ersetzen, 
welche sich auf das thermodyuamische Strahlungsgesetz gründet. 
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Die experimentelle Untersuchung der aus dem Hohlraume 
heraustretenden Strahlung hat nicht nur zur Bestätigung des 
thermodynamischen Strahlungsgesetzes (228 a) geführt, sondern 
auch zur Bestimmung der dort noch willkürlich gelassenen 

Funktion der Variabein Die Messungen, an denen haupt- 
sächlich 0. Lummer und E. Pringsheim, H. Rubens und P. Kurl- 
banm sowie P. Paschen Anteil haben, sind yon M. Planck**) 
durch die Formel zur Darstellung gebracht worden: 

jj SA»» 1 

(229) ^ ’ 

mit den Werten der Konstanten k und h: 



(229 a) k = 1,346 ■ 10~ 

(229 b) Ä = 6,55 • 10“*’ erg • sec. 



Was die theoretische Begründung des Plancksehen 
Strahlungsgesetzes anbelangt, so mag auf die einschlägigen 
Arbeiten von M. Planck, insbesondere auf seine „Vorlesungen 
über die Theorie der Wärmestrahlung“ verwiesen werden**). 
Von Wichtigkeit ist insbesondere die Bedeutung der univer- 
sellen Konstanten k\ dieselbe steht in Beziehung zu der so- 
genannten Boltzmann-Drudeschen Konstanten «, d. h. 
der mittleren Kraft eines Moleküls bei der absoluten Tem- 
peratur 1. Es gilt nämlich nach Planck: 



a = 



|ä: = 2,02 10-»* 



erg 

grad‘ 



Mit der Boltzmann-Drudeschen Konstanten ist der Wert 
der Masse eines Wasserstoffatoms eng verknüpft, und dieser 
wieder hängt mit dem elektrischen Elementarquantum zu- 
sammen (vgl. § 1). So kann denn aus der Konstante k der 
Strahlungsformel der Wert des elektrischen Elementarquantums 
ermittelt werden. Es ergibt sich nach Planck 

(230) e = 4,69 -IO“»« 
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elektrostatische Einheiten, was nicht so sehr von dem in § 1 
angegebenen, auf ganz verschiedenem Wege gefundenen Werte (2) 
ahweicht. 

Wie k, so muß auch die Konstante h der Strahlungs- 
formel eine universelle Bedeutung haben; da die einzige elektro- 
magnetische Konstante des Äthers die Lichtgeschwindigkeit c 
ist, so muß es sich um eine Konstante handeln, welche von 
den Eigenschaften der ponderablen Materie oder der Elektronen 
abhängt; es muß aber eine von den individuellen Eigenschaften 
des Körpers unabhängige Größe sein. 

Merkwürdigerweise fällt für sehr hohe Temperaturen, bzw. 
für sehr lange Wellen die Konstante h aus der Strahlungs- 
formel heraus, und es wird die Helligkeit proportional der 
Konstanten k und damit der Boltzmann-Drudeschen Konstanten 



«; denn (229) geht, für hinreichend große Werte von — , über in 

c* 3 c’ 



Eine direkte Ableitung dieser Formel aus der Elektronen- 
theorie der Metalle hat H. A. Lorentz**) gegeben. Doch führt 
der von ihm eingeschlagene Weg nicht zu dem allgemeinen 
Planckschen Strahlungsgesetze. Das Verständnis dieses Ge- 
setzes auf Grund anerkannter Prinzipien der Elektrodynamik 
und Kinetik scheint einstweilen noch nicht möglich zu sein. 
Damit hängt auch die Frage nach der Bedeutung der uni- 
versellen Konstanten h zusammen. 



§ 44. Dynamik des bewegten Hohlraumes. 

Wie wir im vorigen Paragraphen erwähnt haben, stellt 
sich im Innern eines Hohlraumes, dessen Wände eine und die- 
selbe Temperatur besitzen, ein stationärer Strahlungszustand 
her. Dabei ist die unter einem Offinungswinkel oj einfallende 
Strahlung S dem Oflhungswinkel co proportional, d. h. es ist 

s 

der Quotient K — — > die sogenannte „spezifische Strahlungs- 
intensität'‘ von der Richtung des Strahles unabhängig. Dies 
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gilt unter der Voraussetzung, daß der Hohlraum ruht, in be- 
zug auf ein Koordinatensystem, in welchem die Geschwindig- 
keit c des Lichtes von der Richtung unabhängig ist, und daß die 
Strahlung von einer gleichfalls ruhenden Fläche aufgefangen wird. 

Wie liegt nun die Sache, wenn der Hohlraum gegen jenes 
Bezugssystem und damit gegen die auffangende Fläche in Be- 
wegung begriffen ist? Auch dann wird sich, wenn die Tem- 
peratur der Wände allerseits die gleiche ist, bei gleichförmiger 
Bewegung ein stationärer Strahlungszustand herstellen. Es wird 
aber sehr wohl die mit Hilfe der ruhenden Fläche gemessene 
spezifische Strahlungsintensität 

bei gegebenem Quotienten ß aus Betrag der Geschwindigkeit 
I bl I und Lichtgeschwindigkeit c, noch von dem Winkel q> ab- 
hängen können, den die Vektoren bi und t miteinander ein- 
schließen (vgl. Abb. 5 des § 41). 

Die Theorie, die wir in den vorangehenden Paragraphen 
entwickelt haben, ist nun imstande, die Abhängigkeit der spe- 
zifischen Strahlungsintensität von der Richtung vollkommen 
festzusteUen. Dies hat der zu früh verstorbene K. v. Mo sen- 
ge iD®) in seiner Dissertation gezeigt. 

Er denkt sich im Innern des bewegten Hohlraumes, und 
mit diesem sich bewegend, einen vollkommenen Spiegel. Der 
Strahl, welcher vor der Reflexion den Winkel <p mit der Be- 
wegungsrichtung des Spiegels einschloß, wird nach der Reflexion 
den Winkel q>' mit dem Vektor bl bilden. Da nun, nach den 
Gl. (222) und (221) des § 42, bei der Reflexion am bewegten 
Spiegel die Strahlungen wie die Quadrate, die Öffinungswinkel 
jedoch wie die reziproken Quadrate der von einem ruhenden 
Beobachter gezählten Schwingungszahlen sich ändern, so folgt 
bei Heranziehung des Dopplerschen Prinzips (Gl. 214 b) für 
das Verhältnis der spezifischen Intensitäten der einfallenden 
und der reflektierten Strahlung: 

K(^, ß) ^ ^ / 1 — ^ cosqp \-4 _ 

\v) \1 — /Jcosq)'/ 
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Nun kann aber durch Anbringung des mitbewegten Spiegels 
der nur von der Temperatur abhängige Strahlungszustand in 
dem bewegten Hohlraume nicht geändert werden. Es ist also 
die spezifische Strahlungsintensität K{(p',ß) identisch mit der- 
jenigen, die auch ohne Anbringung des Spiegels im Hohlraume, 
in Richtungen, welche mit seiner Bewegungsrichtung den 
Winkel gj' einschließen, anzutreffen wäre. Wird speziell tp 

gleich ^ gesetzt, so ergibt sich: 

(231) K{,p,ß)^Ki^,ß).{l - ß cosg,)-^ 

damit ist die Abhängigkeit der spezifischen Strahlungsintensität 
von der Strahlrichtung ermittelt. 

Dem stationären Strahlungszustand wird im Innern des 
bewegten Hohlraumes eine bestimmte Dichte der Enej^e und 
der Bewegungsgröße entsprechen. Man berechnet dieselben 
durch Summation der Beiträge der aus allen den Richtungen 
kommenden, inkohärenten Strahlen. Zur Energiedichte liefert 

die Strahlung S den Beitrag es wird daher die Dichte der 
elektromagnetischen Energie: 

n 

(231 a) m; = ^ ^)‘ 

0 

Zur Dichte des Impulses liefert der Strahl $ den Beitrag -j , 

welcher der Strahlrichtung parallel ist und somit den Winkel qy 
mit der Bewegungsrichtung des Hohlraumes bildet. Die resul- 
tierende Dichte der elektromagnetischen Bewegungs- 
größe, die nach der Symmetrie der Bewegungsrichtung parallel 
ist, wird somit 

7t 

(231b) IBi = dgp sing) cos g)Ä'(g),^). 

0 

Einem gegebenen Volumen des bewegten Hohlraumes ent- 
sprechen demnach bestimmte Beträge der Energie und des 
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Impulses der ihn erfüllenden Strahlung; da dieselben bei gleich- 
förmiger Bewegung konstant sind, so folgt: Zur Aufrecht- 
erhaltung einer gleichförmigen Bewegung des Hohl- 
raumes bedarf es keiner äußeren Kraft. 

Denken wir uns einen Hohlraum von zylindrischer Gestalt 
der Achse parallel bewegt, so werden auf die zur Bewegungs- 
richtung senkrechten Grundflächen entgegengesetzt gleiche Kräfte 
wirken, d. h. der Strahlungsdruck wird für beide Grundflächen der- 
selbe sein. Wir können ihn berechnen, indem wir ein Element 
einer der Grundflächen mit einem Spiegelchen belegt denken 
— hierdurch wird ja der Strahlungszustand nicht geändert — , 
und indem wir eine von F. HasenöhrH®) herröhrende Betrachtung 
anstellen, welche der in § 42 bei der Aufstellung der Gl. (215 a) 
angewandten entspricht. Die Arbeitsleistung am bewegten 
Spiegel gegen den Strahlungsdruck p ist dem Uberschuß der 
entsandten über die aufgefangene Energie gleich. Einfallende 
und reflektierte Strahlen zusammen erfüllen einen Kegel, in 
welchem <p alle zwischen 0 und n liegenden Werte durchläuft; 
für jeden Wert von q> ist die Energiedichte der Strahlung zu 
multiplizieren mit der zum Spiegel senkrechten Komponente 
der Relativgeschwindigkeit t— W, d. h. mit c(cosg> — /3); je 
nachdem dieselbe positiv oder negativ ist, hat man es mit 
einem reflektierten oder mit einem einfallenden Strahle zu tun. 
Es wird daher: 

7t * 

(231c) pß ^ ^ f dtp amtp^coscp — ß)K{(p,ß). 

0 

Hieraus und aus (231a, b) folgt 
(232) 1^ = 191“--*^. 

Damit ist auch der Strahlungsdruck auf die zur Bewegungs- 
richtung senkrechten Wände des bewegten Hohlraumes be- 
stimmt. 

Die Einführung des in (231) erhaltenen Wertes von 
X((p,ß) in (231a, b) ergibt: 
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2jt ir/n o\ C dipsinqp 
0 

rt 

2« TT /ä o\ /*(iQp sinop cos® 



Die Integrale lassen sich ausrechneu; man erhält^): 
(232.) 

(232b) 

und nach (232): 

(2320 

Im Falle der Ruhe wird die Energie eines Hohlraumes 
vom Volumen V 
(233) 



W,^tv,V=‘^-fE,V. 



Der Druck wird in diesem Falle gleich dem dritten 
Teile der Energiedichte: 

(233 a) Po = livo 



in „ 
8c-*"»- 



Die elektromagnetische Bewegungsgröße ist gleich Null, wenn 
der Hohlraum ,ruht; bewegt er sich langsam, so folgt aus 
(232), imter Beschränkung auf die zu ß proportionalen Glieder, 
für die Bewegungsgröße: 

(233b) Go = : flol {-K +1^0) ^ Fo|w|. 



Denkt man sich nun eine quasistationäre Bewegung 
des Hohlraumes, d. h. eine solche, bei der die Strahlungs- 
verteilung jeweils der Geschwindigkeit entspricht, so wird eine 
Zunahme der Geschwindigkeit einen Zuwachs an Bewegungs- 
größe erfordern und damit eine der Beschleunigung propor- 
tionale äußere Kraft. Es wird also der strahlungserfüllte Hohl- 
raum ähnlich wie das Elektron eine elektromagnetische 
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Masse besitzen. Bei langsamer Bewegung, wo die Unter- 
scheidung der longitudinalen und der transversalen Masse 
nicht notwendig ist, folgt aus (233 b) als Wert der Masse 



(233 c) 



Wo 



ltD| 




Es ist das Verhältnis der elektromagnetischen 
Masse des Hohlraumes zu seiner Energie im Falle der 
Ruhe genau das gleiche wie für das Elektron. 

Die Existenz einer trägen Masse der Hohlraumstrahlung 
ist zuerst von F. HasenöhrD*) behauptet worden. Ihr Wert 
ist im Verhältnis zur materiellen Masse der Wände leider so 
gering, daß ein experimenteller Nachweis einstweilen zu schwierig 
erscheint. Es ist jedoch das Problem, die strenge Abhängig- 
keit der Masse von der Geschwindigkeit für den bewegten 
Hohlraum zu ermitteln, von großem theoretischem Interesse. 
Die Methoden der Thermodynamik gestatten es, wie M. Planck^*) 
gezeigt hat, dieses Problem auf Grund der obigen Resultate 
zu lösen; sie bestimmen wenigstens für quasistationäre Vor- 
gänge die mechanischen und thermischen Eigenschaften des 
Hohlraumes. 

Nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik ist der 
Energiezuwachs des Hohlraumes gleich der Summe aus der 
von äußeren Kräften geleisteten Arbeit Ä und der zugeführten 
Wärme Q: 

(234) dW^A+Q. 

Die äußere Arbeit setzt sich zusammen aus der Beschleunigungs- 
arbeit und der Kompressionsarbeit. Erfolgt die Beschleunigung 
quasistationär, d. h. so aUmäblich, daß die Strahlung Zeit hat, 
den der betreffenden Geschwindigkeit entsprechenden Gleich- 
gewichtszustand anzunehmen, so ist die bei der Beschleunigung 
zu leistende Arbeit gleich dem Produkt aus der Geschwindig- 
keit und dem Zuwachs der Bewegungsgröße. Andererseits ist 
die Kompressionsarbeit, wenn das Volumen des zylindrischen 
Hohlraumes durch langsame Verschiebung einer der beiden 
zur Bewegxmgsrichtung senkrechten Grundflächen gegen den 
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Druck p verringert wird, gleich dem Produkt aus Druck und 
Volumabnahme. Die gesamte Arbeit der äußeren Kräfte wird 
somit: 

(234a) A=^ßcdG-pdV. 

Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik ist 
weiter die zugeführte Wärme gleich dem Produkt aus der 
Temperatur und der Zunahme der Entropie S des Hohlraumes: 
(234b) Q = »dS. 

Es wird somit der Zuwachs der elektromagnetischen Energie 
der den Hohlraum erfüllenden Strahlung bei einer quasistatio- 
nären Zustandsänderung: 

(235) dW ^ ßcdG -pdV + »dS. 

Man erreicht für die Dynamik des Hohlraumes ähnliche 
Vorteile wie für die Dynamik des Elektrons durch Einführung 
der Lagrangeschen Funktion, wenn man sich des sogenannten 
„kinetischen Potentiales“ bedient, welches definiert wird 
durch : 

(236) H^»S + ßcG-W. 

Der Zuwachs des kinetischen Potentiales hei einer beliebigen 
quasistationären Zustandsänderung des Hohlraumes, bei der die 
drei unabhängigen Variabein, nämlich die Temperatur die 
Geschwindigkeit cß und das Volumen V, gewisse Änderungen 
erfahren, wird, mit Rücksicht auf (235): 

(236a) dH^ Sd& + Gcdß + pdV. 



Man kann folglich, durch Differentiation des kinetischen 
Potentiales nach den Unabhängigen •9', ß und F, Entropie, 
Bewegungsgröße und Druck ableiten: 



(236 b) 



d&' c dß ’ ^ ~ dV 



Wie Bewegungsgröße, Energie und Entropie, so wird, gemäß 

(236) , auch das kinetische Potential dem Volumen des Hohl- 
raumes proportional sein; mithin wird der Ansatz zutrefifen: 

(237) H^V-h{»,ß). 
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Aus (236) und (236 b) folgt 



(237 a) 
(237 b) 



c|g| = |J, i> = Ä. 



Zieht man noch die aus den Mosengeilschen Gleichungen 
(232a, b,c) folgenden Beziehungen heran: 



(237 c) 
(237 d) 






p = w- 



8 + 1 ?«' 



so kann man die Funktion h in ihrer Abhängigkeit Ton ö- und 
ß bestimmen. 

Was zimächst die Abhängigkeit von ß anbelangt, so er- 
gibt sich aus (237 b, c,d): 



Diese partielle Differentialgleichung wird integriert durch 

(238) = 

wo & eine zunächst noch willkürliche Funktion der Temperatur 
■0- ist. Aus (237b) erhält man: 



(238 a) 
(238 b) 



P -(1 -(?«)»» 

_ 6 

B . — c 



und aus (237 c) oder (237 d): 
(238c) w = & • 



^ ^ (1 — ßy 



Aus (237 a) folgt demnach die zur Bestimmung der Tem- 
peraturfunktion ®(^) dienende Gleichung 

Abraham, Theorie der Elektrizität. U. S. AuQ. 23 
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Die Integration ergibt 
(238 d) = 

wobei a eine Integrationskonstante darstellt. 

Auf Grund von (237) und (238) ergibt sich jetzt der 
Ausdruck des kinetischen Potentiales*^): 

„ a ö* , 

“ 3 ■ (1 — ßy ’ 




hieraus leiten sich die Werte der Bewegungsgröße, Energie 
und Entropie des bewegten Hohlranmes und des auf die 
Grundflächen des Zylinders wirkenden Druckes ab: 



(239 a) 


G = ■*“ 0^7 

3c ^ {i-ßy 


(239 b) 


3 ^ (1 — ßy 


(239 c) 


4 a d’ V 

(i — ßy ’ 


(239 d) 


a 

p — j (i'-ßy ■ 



Die zwischen diesen Größen bestehende Beziehung 



(239e) G = ^{W + pV) 



hätte auch unmittelbar aus (232) abgeleitet werden können**). 

Für den Fall der Ruhe ist die elektromagnetische Energie 
der Hohlraumstrahlung 
(239 f) 

hieraus ergibt sich die physikalische Bedeutung der Konstanten 
a; dieselbe ist eng mit der Konstanten des Stefan-Boltzmann sehen 
Gesetzes (§ 43) verknüpft. 

Die Theorie der elektromagnetischen Strahlung ist, wie 
wir sehen, in der Lage, alle für die Dynamik und Thermo- 
dynamik des bewegten Hohlraumes in Betracht kommenden 
Größen zu berechnen. Insbesondere interessiert die elektro- 
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magnetische Masse der Hohlranmstrahlung; die transversale 
Masse ist: 

(240) 

Die bei longitudinaler Beschleunigung in Rechnung zu setzende 
Masse ist erst dann völlig bestimmt, wenn man angibt, in 
welcher Weise die Zustandsänderung erfolgen soll. Werden 
Temperatur & und Volumen V konstant gehalten, so wird die 
„isotherm-isochore Masse“)“: 

(240 a) ^ 



/<W\ _ i + . 

\dßj»,v 3c* 0- — §y 



Wird indessen, außer dem Volumen, die Entropie konstant 
gehalten, so berechnet sich aus (239 c) die Temperatur und 
dann ans (239a) die Bewegungsgröße: 






ß 



(1 



i 

■ßr 



Es drückt sich somit die transversale Masse durch S und 
V folgendermaßen aus: 



(240b) 



m. 



= ^ _ i (MIX- 

~ cß c* \4aFj 



(1-n 



r 



während der Wert der „longitudinalen, adiabatisch-iso- 
choren Masse“ wird“): 

Die Abhängigkeit von der Geschwindigkeit ist hier genau die 
gleiche wie bei der transversalen und der longitudinalen Masse 
des Buchererschen Elektrons (§ 22). 

Werden drittens Entropie und Druck konstant gehalten, 
so sind Temperatur und Volumen aus (239 c, d) zu berechnen, 
und es ergibt sich für die Bewegungsgröße der Ausdruck: 



a 



UW 



„ ß. 



i 



23* 
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Durch S und p drückt sich folglich die transversale Masse 
BO aus: 



(240 d) 




S 

c» 









4 ’ 



während als Wert der „longitudinalen, adiabatisch-iso- 
bare Masse" sich ergibt^*): 



(240 e) 



c \dß)s,p c' \ a ) ■ 






I 



Die in (240d, e) erhaltene Abhängigkeit von der Geschwindig- 
keit ist ganz dieselbe wie bei dem Lorentzschen Elektron 
(§ 22). Während aber hier beim Hohlraum der Energiezuwachs 
zum Teil durch Kompressionsarbeit gegen den konstanten 
Strahlungsdruck bedingt ist, bleibt beim Lorentzschen Elektron 
der entsprechende Teil des Euergiezuwachses unerklärt. 



§ 45. Der Liohtweg in einem gleiolifömiig bewegten System. 

Wir hatten in § 41 die Aberration des Fixstemlichtes er- 
klärt, indem wir zeigten, daß nach der Lorentzschen Theorie 
die Richtung des von einem mit der Geschwindigkeit to be- 
wegten Beobachter wahrgenommenen relativen Strahles durch 
den Vektor bestimmt ist (Gl. 209): 

c'= t - «u, 

d. h. durch den Vektor der Relativgeschwindigkeit von Licht 
und Beobachter. Unter Qi war dabei die Geschwindigkeit der 
Erde zu verstehen. Berücksichtigt man nur die ümlaufs- 
bewegung um die Sonne, indem man eine gemeinsame Be- 
wegung des gesamten Sonnensystemes zunächst außer acht 
läßt, so ist { Ql I nahezu konstant; es ist 




Welchen Einfluß hat nun die Erdbewegung auf dasjenige 
Licht, welches von irdischen Lichtquellen entsandt wird? Läßt 
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sich nicht durch Beobachtung dieses Lichtes, also durch 
optische Versuche im Laboratorium, die Bewegung der Erde 
feststellen? Diese Frage führt uns dazu, die Lichtfortpöanzung 
in einem gleichförmig bewegten 

Systeme zu behandeln. Q ^ ^0 

Wir denken uns zur Zeit 
# = 0 vom Punkte 0 aus (Abb. 6) 
ein Lichtsignal entsandt. Zur Zeit 
t mag es im Aufpunkte P ein- 
treffen. Die absolute Strahlrich- 
tung wird durch den von 0 nach P gezogenen Fahrstrahl r 
angezeigt. In dem Zeitintervalle t hat die Lichtquelle sich, 
mit der Geschwindigkeit W, von 0 nach 0’ bewegt. Der von 
0' nach P gezogene Fahrstrahl 

(241) 91 = r-tti^ 

hat die Komponenten 

(241a) X = X ~ ßl, Y == y, Z = z, 

wenn unter x, y, z die Komponenten von r, unter 
(241b) Z = |tl = c< 

der im absoluten Strahlengang zurflckgelegte Lichtweg ver- 
standen wird. Da 




so kann (241) auch geschrieben werden: 

(241c) {R = (t-tt){ = t'i. 

Es wird demnach die Richtung des relativen Strahles 
durch den von der gleichzeitigen Lage der Lichtquelle aus 
gezogenen Fahrstrahl angezeigt, d. h. in einem gleichförmig 
bewegten Systeme sieht man die Lichtquelle dort, wo 
sie sich gerade befindet. Die gemeinsame Bewegung von 
Lichtquelle und Beobachter ist demnach durch Beobachtung 
der Strahlrichtung durchaus nicht festzustellen. 




Abb. 6. 



Digitized by Google 




358 Zweiter Abschnitt. Vorgänge in wägbaren Körpern. 



§ 45 . 



Dagegen sollte man vermuten, daß die Erdbewegung durch 
Messung des Lichtweges sich feststellen ließe. Denn die 
durch P gehende Fläche konstanten absoluten Lichtweges ist 
eine Kugel um 0; der Punkt 0' jedoch, von welchem die 
relativen Strahlen ausgehen, liegt eizentrisch zu dieser Kugel. 
Somit würden sich einer gegebenen Länge l des absoluten 
Lichtweges verschiedene Längen B. des relativen Lichtweges 
O'P zuordnen, je nach 'der Richtung des Pahrstrahles O'P. 
Es fragt sich, ob auf Grund dieses Umstandes durch Interferenz- 
mesBungen ein Einfluß der Erdbewegung festzustellen sein 
könnte. Die Untersuchung dieser Frage wird durch die folgen- 
den geometrischen Betrachtimgen vorbereitet. 

Aus dem Dreieck OO'P (Abb. 6), mit den Seitenlangen 
ßl, B, l, folgt: 

= /3*P -f 2?* + 2ßlB coBt] 

somit bestimmt sich, bei gegebenem relativem Lichtweg B, der 
absolute Lichtweg l aus der Gleichung zweiten Grades 

Px* — 2ßlB cosi^» = i?*, 

x^yi-ß\ 



Für das stets positive l erhält man 



oder 

(242) 



^ ißB coaif) _|_ P*B'cos'rji 



Xi = +Y^ + z^. 



Wir ordnen jetzt dem Fahrstrahl 91 mit den Komponenten 
X, Y, Z einen Fabrstrahl r' zu, mit den Komponenten 

(242a) y'=Y, 

Während die ursprünglichen Koordinaten x, y, z sich auf 
ein im Raume festes Achsensystem bezogen, waren die in (241 a) 
eingeführten Koordinaten X, Y, Z in einem mitbewegten Be- 
zugssystem gemessen zu denken. Die nunmehr durch (242 a) 
eingeführten Koordinaten x\ y' z’ sind diejenigen eines mate- 



Digitized by Google 




Zweites Kapitel. Bewegte Körper. 



359 



§ 46 . 

riellen Systemes, welches aus dem gegebenen Systeme durch 
eine Streckung parallel der Bewegungsrichtung im Verhältnis 

1 : X = 1 : }/l - 

hervorgeht. Es ordnet sich somit einem Heaviside- 
Ellipsoide des ursprünglichen Systemes S im ge- 
streckten Systeme Z’' eine Kugel zu: 

(242b) + r + z*=^Vx'> = r. 

Jetzt wird 61. (242) zu: 

(243) xl = r-i-ßx'-, 

dabei ist V der relative Lichtweg in dem Systeme S'. Die 
absoluten Koordinaten eines Punktes in 2 und die relativen 
Koordinaten des entsprechenden Punktes in 2' stehen, gemäß 
(241a), (242 a), in dem Zusammenhänge 
(243a) xx'=x—ßl, y' = y, z'=-z. 

Aus (243) und (243a) folgt umgekehrt: 

(243b) xl'=l-ßx, 

(243c) XX = x' + ßV, y = z ^ z'. 

Wir sind jetzt imstande, die Frage zu erörtern, ob durch 
Messung des Lichtweges ein mit der Erde bewegter Beobachter 
die Erdbewegung festzustellen vermag. Dabei kommen für 
Interferenzmessungen im bewegten Systeme nur geschlossene 
relative Lichtwege in Betracht. 

Wir denken uns Licht, im relativen Strahlengang, von 0' 
nach P gesandt, von dort reflektiert und nach 0' zurück- 
kehrend. Der zum Fahrstrahl 91 gehörige absolute Lichtweg 
ist, «.Ci (243): + 

wobei x' und durch (242a, b) den Komponenten des Fahr- 
strahles 91 sich zuordnen. Wird nun im relativen Strahlengaug 
der umgekehrte Weg, längs des Fahrstrahles PO' oder — 91, 
zurückgelegt, so entspricht ihm der absolute Lichtweg 

/j = — ßx'x~^- 
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Die Summe der beiden absoluten Licbtwege ist demnach 
(244) k + + 

Wir denken uns, um 0' als Mittelpunkt, eine Kugel vom 
Radius R geschlagen. Für alle die Punkte P dieser Kugel 
wäre, im Falle der Ruhe, der Lichtweg O'PO' der gleiche. 
Anders im Falle der Bewegung; in diesem Falle bestimmt sich, 
wie (244) besagt, der zu O'PO' gehörige absolute Lichtweg 
nicht durch den im Systeme 2? gemessenen Abstand 0' P, 
sondern durch den im gestreckten Systeme I^' gemessenen Ab- 
stand l'. *Dieser aber ist, wie in (242b) gefunden wurde, nicht 
auf Kugeln, sondern auf Heaviside-Ellipsoiden des Systemes S 
konstant. So kommt es, daß den relativen Lichtwegen O'PO' 
des Systemes A', bei gleicher Länge, je nach der Richtung 
von O'P, verschiedene absolute Lichtwege entsprechen. 

Ist O'P parallel der Bewegungsrichtung, so wird, nach 
(242a) 

K + K = x' + x^ = {X, + X,)xT\ 

Ist dagegen O'P senkrecht der Bewegungsrichtung, etwa 
parallel der y-Achse, so hat man 

K + K-=y[+y'=-Y,+ Y,. 

Demnach sind, gemäß (244), die zugehörigen absoluten 
Lichtwege 

(244a) X, -f Xj = (X. -f X,) x~ *, 

(244b) y,-}-y, = (r,+ F,)x-L 

Bei gleichem relativem Lichtwege wäre hiernach der abso- 
lute Lichtweg L im ersten Falle im Verhältnis 1 : x größer 
als im zweiten Falle. Der Unterschied der beiden Lichtwege 
beträgt 

(244c) AL = L{ (1 - /3»)-^ ~ 1 1 = 

wenn Größen vierter und höherer Ordnung in ß gestrichen 
werden. 

Auf die Entdeckung dieser zuerst von Maxwell aus der 
Annahme ruhenden Äthers abgeleiteten Differenz der Licht- 
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Wege, welche zwei parallel bzw. senkrecht zur Erdbewegung 
gerichteten relativen Strahlen entsprechen, zielte der Versuch 
von A. Michelson*’) hin. Es wurden zwei Lichtstrahlen zur 
Interferenz gebracht, welche, von derselben Lichtquelle aus- 
gehend, längs zweier zueinander senkrechter Arme O'P und O'Q 
sich fortgepflanzt hatten und dort durch Spiegel zurückgesandt 
waren. Indem jedes Lichtbündel mehrmals hin und her 
reflektiert wurde, konnte die Länge L des Lichtweges auf 22 
Meter gebracht werden. Es wurde nun zuerst der Arm O'P 
in Richtung der Erdbewegung gestellt imd dann durch Drehung 
des Apparates um einen rechten Winkel der Arm O'Q in diese 
Lage gebracht. Dabei wäre eine Verschiebung der Interferenz- 
streifen zu erwarten gewesen. In Bruchteilen der Wellenlänge 
des verwandten Natriumlichtes gemessen, beträgt die für die 
Verschiebung maßgebende doppelte Differenz der beiden Licht- 
wege 

(244d) = 0,37. 

^ ^ 1 A 5,9-10-^ ’ 

Die erhaltenen Verschiebungen der Interferenzstreifen aber 
waren kleiner als 0,02 des Streifenabstandes. 

Das negative Ergebnis des Michelsonschen Interferenz- 
versuches spricht gegen die Vorstellungen über die Licht- 
fortpflanzung im leeren Raume, die den Ausgangspunkt unserer 
Betrachtungen bildeten, falls die bei der Ableitung von (244 a, b) 
stillschweigend gemachte Voraussetzung zutrifift, daß die Ab- 
messungen der festen Körper auf der bewegten Erde die 
gleichen sind, die sie auf der ruhenden Erde wären. Läßt 
man die Möglichkeit einer Dimensionsänderung infolge der 
Erdbewegung zu, so sind die Betrachtungen entsprechend ab- 
zuändem. In der Tat haben Fitzgerald und H. A. Lorentz 
das negative Ergebnis des Michelsonschen Versuches erklärt, 
indem sie zur Hypothese der Kontraktion der Materie 
infolge der Erdbewegung ihre Zuflucht nahmen; Es sollen 
die Körper infolge der Erdbewegung eine Kontraktion 
im Verhältnis x parallel der Bewegungsrichtung er- 
fahren, derart, daß die Punkte, die auf der ruhenden 
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Erde auf einer Kugel liegen würden, auf der bewegten 
Erde auf einem Heaviside-Ellipsoid liegen. 

Daß durch diese Hypothese das negative Ergebnis des 
Michelsonschen Versuches ohne weiteres erklärt wird, folgt aus 
den oben abgeleiteten Beziehungen. Denn nach der Kontrak- 
tionshypothese liegen die Punkte P, die im Falle der Ruhe 
auf einer Kugel um 0' lagen, im Falle der Bewegung auf 
einem Heaviside-Ellipsoide des Systemes 2^. Diesem entspricht 
nun, nach (242b), im System £' wiederum eine Kugel um 0'. 
Folglich sind jetzt die in 2J' gemessenen Lichtwege l[ + i' die 
gleichen, welches auch die Richtung des Fahrstrahles O'P 
sein mag; dann besagt (244), daß auch die entsprechenden 
absoluten Lichtwege die gleichen sind. 

Nach der Fitzgerald-Lorentzschen Hypothese ist demnach 
ein positives Ergebnis des Interferenzversuches ausgeschlossen, 
nicht nur, was Größen zweiter Ordnung, sondern auch, was 
Größen beliebiger Ordnung anbelangt. Wird der Arm 0' Q 
statt O'P beim Michelsonschen Versuch der Richtung der Erd- 
bewegung parallel gestellt, so wird O’Q im Verhältnis x ver- 
kürzt, O'P im Verhältnis x“' verlängert, und die hierdurch 
bedingte Veränderung der Lichtwege kompensiert gerade die 
infolge der Bewegung der Erde stattfindende, so daß keine Ver- 
schiebung der Interferenzstreifen zu erwarten ist. 

Man könnte nun einwenden, daß die Dimensionsänderungen 
fester Körper, wenn sie auch sehr klein sind, der Messung 
zugänglich sein müßten. Das wäre aber nur dann möglich^ 
wenn man die Abmessungen der Körper durch „absolut 
ruhende“ Maßstäbe messen könnte. Wir sind aber auf solche 
Maßstäbe angewiesen, die sich mit der Erde bewegen; diese 
erfahren nach der Kontraktionshypothese bei der Bewegung 
der Erde dieselbe Längenänderung wie die zu messenden 
Körper; eine Kugel des irdischen Maßstabes ist der Kontrak- 
tionshypothese zufolge ein Heaviside-Elllipsoid des „absolut 
ruhenden“ Maßstabes. Mit irdischen Maßstäben kann man 
diese Behauptung weder bestätigen noch widerlegen. Auch 
wenn man zur Längenmessung optische Methoden verwendet. 
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ist es selbstverständlich unmöglich, die behauptete Kontraktion 
der Materie festzusteUen. Man würde dann die Länge eines 
Stabes durch den Lichtweg messen, während beim Michelson- 
sehen Versuch der Lichtweg durch die Länge eines festen 
Stabes gemessen wird. Der Einfluß der Erdbewegung auf 
Lichtweg einerseits und Länge des Stabes andererseits kompen- 
siert sich aber gerade so, daß sie auf der bewegten Erde gleich 
erscheinen, wenn sie auf der ruhenden gleich wären; eine 
optische oder elektrische Messung kann also niemals die be- 
hauptete Anisotropie der Körper auf der bewegten Erde fest- 
stellen. 

Die zur Erklärung des Michelsonschen Versuches ein- 
geführte Kontraktionshypothese erscheint zunächst bedenklich. 
H. A. Lorentz hat indessen versucht, sie plausibel zu machen, 
indem er von der Vorstellung ausging, daß die Molekular- 
kräfte, welche die Form fester Körper bestimmen, elektrischer 
Natur sind. An jedem Moleküle des ruhenden Körpers halten 
sich, dieser Vorstellung zufolge, die von den übrigen Molekülen 
herrtihrenden elektrostatischen Kräfte das Gleichgewicht. Wird 
nun der Körper in eine gleichförmige Translationsbewegung 
versetzt, so werden die Molekularkräfte abgeändert, indem zu 
dem elektrischen Felde ein magnetisches tritt. Wie in § 18 
dargelegt wurde, entspricht dem Gleichgewichte der elektro- 
statischen Kräfte im ruhenden Systeme ein Gleichgewicht der 
elektromagnetischen Kräfte in einem bewegten Systeme, wel- 
ches ans jenem durch eine Kontraktion im Verhältnis x parallel 
der Bewegungsrichtimg hervorgeht. In dem bewegten kontra- 
hierten Systeme würde also an jedem Moleküle Gleichgewicht 
der Molekularkräfte bestehen, wenn es in dem ruhenden 
Systeme bestand. Es erscheint die Annahme nicht ungerecht- 
fertigt, daß das System der Moleküle, in Bewegung gesetzt, 
von selbst die neuen Gleichgewichtslagen luinimint; dann er- 
fährt der Körper gerade die Lorentzsche Kontraktion. 

Betrachtet man die Molekularkrilfte in rulienden Körpern 
als elektrostatische Kräfte, und läßt man die Wirkungen der 
regellosen Molekularbewegungen außer acht, so emcheint es 



Digitized by Cooglc 



364 Zweiter Abschnitt. Vorgänge in wägbaren Körpern. § 46. 

hiernach plausibel, daß ein fester Körper, in Bewegung ge- 
setzt, sich der Bewegungsrichtung parallel im Verhältnis x 
kontrahiert. Allerdings dürfen wir uns nicht verhehlen, daß 
wir noch weit davon entfernt sind, die Molekularkräfte in 
ruhenden Körpern auf Grund der elektrischen Auffassung be- 
friedigend gedeutet zu haben. 

§ 4ö. Die Ortszeit. 

Wir wollen uns in diesem Paragraphen auf den Stand- 
punkt der Kontraktionshypothese stellen. Dann verstehen wir, 
wie es kommt, daß bei der Messung des Lichtweges die durch 
die Bewegung des Systemes gegebene Vorzugsrichtung dem 
mitbewegten Beobachter entgeht. Es empfiehlt sich, mit den 
Koordinaten x', y, z des Hilfssystemes £' zu rechnen, welches 
aus dem gegebenen materiellen System durch eine Streckung 
parallel der Bewegungsrichtung, im Verhältnis l:x, hervor- 
geht. Denn, wenn das System aus der Ruhe in den Zustand 
der Bewegung übergeht, werden die relativen X-Koordinaten 
gemäß der Kontraktionshypothese im Verhältnis x:l kleiner; 
die zugehörigen x'-Koordinaten jedoch sind im Falle der Be- 
wegung die gleichen wie im Falle der Ruhe. Mit den Koor- 
dinaten x\ y', z des Systemes E’ und dem in diesem Systeme 
gemessenen Lichtwege V stehen die auf räumlich feste Achsen 
bezogenen Koordinaten x, y, z imd der absolute Lichtweg \ in 
dem durch (2?43, 243 c) bzw. durch (243 a, b) formulierten 
Zusammenhänge. 

Einem mitbewegten Beobachter, der in dem Systeme E 
seine Messungen vornimmt, scheint das Licht nach allen Seiten 
hin mit der gleichen Geschwindigkeit fortzuschreiten; wir 
wollen diese Geschwindigkeit mit c bezeichnen und zulassen, 
daß sie von dem Betrage der Geschwindigkeit des bewegten 
Systemes abhänge, mithin von der durch ruhende Beobachter 
gemessenen Lichtgeschwindigkeit c verschieden sei. Da der 
Lichtweg jedesmal das Produkt der Lichtgeschwindigkeit und 
Lichtzeit ist, so kann Gl. (243) geschrieben werden: 

(245) % ct = c' t' ^ x' . 
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feststellen kann, falls die Lorentzsche Kontraktionshypothese 
zutrifift, und falls der Gang einer im bewegten Systeme festen 
Uhr durch die Bewegung in dem Verhältnis (246 c) abge- 
ändert wird, wie wir am Schlüsse des vorigen Paragraphen 
forderten. 

Wir betrachten zunächst das durch den Weltenraum 
bewegte System; der in ihm feste Beobachter bewegt sich mit 
der Geschwindigkeit cß parallel der a;-Achse, die Uhr mit der 
Geschwindigkeit cq in beliebiger Richtung. T sei die Zeit 
eines Zeigerumlaufes (Mondumlaufes), welche ein mit der Uhr 
(dem Jupiter) bewegter Beobachter wahmehmen würde, ge- 
messen in der „allgemeinen“ Zeitskala. Unser Beobachter, der 
sich mit einer anderen Geschwindigkeit bewegt, nimmt jedoch 
eine andere „allgemeine“ Zeit des Umlaufs T* wahr. Diese 
bestimmt sich aus dem Dopplerschen Prinzip; dabei ist die 
Formel (75 c) des § 14 anzuwenden, welche sich auf den all- 
gemeinen Fall bezieht, wo sowohl die Lichtquelle wie der 
Beobachter sich bewegt. Sie ergibt, bei entsprechend geän- 
derter Bezeichnung: 

Z — qr 

l — ßx 

Der Kontraktionshypothese zufolge ist das Körpersystem 27 
infolge seiner Bewegung parallel der Bewegungsrichtung im 
Verhältnis x : 1 kontrahiert. Geht man nun mit Hilfe der 
Lorentzschen Transformation zum System 27' über, so bedeutet 
dies eine Streckung parallel der Bewegungsrichtung, im Verhält- 
nis 1 : X. Hierdurch gelangt man zu derjenigen Konfiguration 
zurück, welche dem Systeme bei fehlender Translationsbewegung 
im Weltenraume zukommen würde. Das System 27' ist also 
mit dem materiellen Systeme im Falle der Ruhe identisch. 

Im Systeme 27' ruht nun der Beobachter, während die 
Uhr sich mit der Geschwindigkeit c'q' bewegt. Hier ergibt 
die Anwendung des Dopplerschen Prinzips: 

(252a) 

Dabei ist T’ die Umlaufszeit des Zeigers der bewegten Uhr, 
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bezogen auf deren Ortszeitskala, T*' die vom Beobachter wahr- 
genommene Umlaufszeit, gemessen in seiner Ortszeitskala. 

Durch Division von (252a) und (252) folgt, mit Rück- 
sicht auf den in (247) angegebenen Ausdruck von V~. 

H = r— <r' 

T* ~ T ' l — ^t ■ 




Aus (247) und (250a, b, c) leitet man die Formel ab: 



V 



-q r 



x(i-qr) 
1-Nx ’ 



mit deren Hilfe (252b) übergeht in: 

T*’ r ! — 

T* “ T ■ 

Unter T' und T haben wir ein bestimmtes Zeitintervall 
verstanden — die Dauer eines Umlaufes des Zeigers der bewegten 
Uhr (des Jupitermondes), beobachtet von einem mit der Uhr 
(dem Jupiter) bewegten Punkte aus — welches wir das eine 
Mal auf die Ortszeitskala der bewegten Uhr, das andere Mal 
auf die Skala der allgemeinen Zeit bezogen haben. Das Ver- 
hältnis T' T ist daher identisch mit dem durch (250) be- 
stimmten Verhältnis zweier einander entsprechender Zeitele- 
mente in und 2^: 

dt' c dl' c 1 — ^ q, 

dt c' dl c y{Z-^ßi 

Aus 

T 





folgt aber gemäß (252 c) das Verhältnis der vom Beobachter 
wahrgenommenen Umlaufszeiten, das eine Mal in der Skala 
des Systemes E' , das andere Mal in der allgemeinen Zeitskala 
des Systemes E gemessen: 

(252 e) 



Wie am Schlüsse des vorigen Paragraphen dargelegt wurde, 
ist dies das Verhältnis, nachdem sich die Dauer irgendeines 
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periodischen Vorganges ändert, wenn man ihn zuerst in der 
Skala der allgemeinen Zeit und sodann in der Ortszeitskala 
eines mit der Geschwindigkeit ß parallel der x-Achse bewegten 
Beobachters mißt. Es ist dies ferner, wie wir gemäß dem 
Postulate der Relativität in (246c) forderten, die Änderung 
der Umlaufsgeschwindigkeit des Zeigers einer Uhr, welche aus 
dem Zustande der Ruhe in den der Bewegung versetzt wird. 
Nach der Annahme von Einstein (c'=c) stimmt das Verhält- 
nis (252 e) mit (246 a) überein, während es nach unserer Auf- 
fassung gemäß (246b) gleich eins wird. Welche von beiden 
Auffassungen man auch bevorzugt, der Einfluß der Bewegung 
des ganzen Sjstemes entzieht sich der Beobachtung, da der 
mit dem Systeme bewegte Beobachter mit seiner Uhr dieselbe 
Umlaufszeit des Zeigers der relativ zu ihm bewegten Uhr fest- 
stellt, als wenn das ganze System im Raum ruhte. 

Wir gehen jetzt zur Transformation des Beschleuni- 
gungsvektors über. Wir setzen 

. rfn l di 

• ' ^ _ 1 di’ 

^lr~e* T( ’ 





und erhalten durch Differentiation von (250 a) 



rfrdni — 



und hieraus, mit Rücksicht auf (250) 









+ 



(i-Pqx)' 



mithin 
(253 b) 
oder 


i' 


(253 c) 


^x** , qx^4x*’ 


Ähnlich erhalten wir aus (250 b) durch 




./ dl d 1 xqy 1 X dl 

cirdii 



/iq* 
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folglich 
(253 d) 






fl.»»’ , 



und entsprechend für die ^-Komponente 



(253 e) 



qi = 






Die Formeln (253c, d, e) können wir noch einfacher 
schreiben, wenn wir zur Abkürzung den Vektor einführen 



(254) 



B = 4. . 

^ (1 - iJqx)’ (1 - 



dann lauten sie nämlich 



(254a) q;=iix, ^^',-P,- 

Betrachten wir insbesondere einen — materiellen oder 
elektrischen — Punkt, der sich gerade mit der Geschwindig- 
keit des Systemes bewegt, aber nicht mit konstanter, sondern 
mit variabler Geschwindigkeit. Die Regeln, nach denen die 
Beschleunigungskomponenten aus dem System 27 in das 
System 27' umzurechnen sind, gehen aus (253b, d, e) hervor, 
indem gesetzt wird 

qy=Ö, q,= 0; 

dann folgt: 

(255) q;=q,x-^ q:=q.y.~*. 

Diese Ergebnisse werden weiterhin von Nutzen sein. 



§ 48. Das Theorem der Belativität. 

Die im vorigen Paragraphen erörterte Lorentzsche Trans- 
formation steht, wie wir gesehen haben, in enger Beziehung 
zu den Gesetzen der Lichtfortpflanzung im Raume. Da diese 
Gesetze, der Theorie der elektromagnetischen Strahlung zufolge, 
sich aus den Feldgleichungen der Maxwellschen Theorie ab- 
leiten, so kann man erwarten, die Lorentzsche Transformation 
mit diesen Feldgleichungen verknüpft zu finden. In der Tat 
ist H. A. Lorentz**) von den Feldgleichungen seiner Theorie 
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aus zu jener Transformation und zu dem nunmehr abzuleiten- 
den „Theorem der Relativität“ gelangt. Von den Autoren, 

die, dem von Lorentz eingeschlagenen Wege folgend, das 
Fehlen eines merklichen Einflusses der Erdbewegung mit 
diesem Theorem in Verbindung gebracht haben, sind H. Poin- 
care*’), A. Einstein M. Planck^®) und H. Minkowski®*) zu 
nennen. Wir verstehen, indem wir uns der Schreibweise des 
§ 28 bedienen, unter e und i) die elektromagnetischen Vektoren, 
die in den ursprünglichen Feldgleichungen der Elektronen- 
theorie auftreten; diese lauten, wenn man ct = 1, B = ct| setzt: 



(I) 


curl]^ — 1* = 4;r 


(U) 


curl e + = 0 , 


(III) 


div c = 4jrp , 


(IV) 


div 1^ = 0 . 



Welche Form nehmen diese Feldgleichungen an, wenn man, 
statt der Unabhängigen x, y, s, l durch die Lorentzsche Trans- 
formation (247) die neuen Unabhängigen x’, y, z’, l' einführt? 

Wir transformieren zunächst die 4 partiellen Differential- 
gleichungen (III) und (I), indem wir die Regeln (247 b) beachten; 
sie ergeben dann: 

S J '^x ß_ I Sty I 

d x' K dV X ' dy 'dz' 



= 43rp, 



dh 

dy' 



dz 



dt^ l , dt^ ß . 

dl' X + dx X 



d%_ 

dz 

d_%\ 
dx y. 



dx X ^ dl' X dl' y ^ dx' X 



dt X 



dy' 



dt. 1 , dt, ß . 



Man setze nun: 

Dann erhält man aus den ersten beiden jener DiflFerential- 
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gleichungen, indem man die eine, mit — ß multipliziert, zur 
anderen addiert: 



X 

X 




dy 

dz' 



+ 



] = 4.-rp(q,- ß), 



während die beiden letzten Differentialgleichungen sich schreiben: 



dz' 



dt'. , 






£ 1 ? _ 

dx cy dt 



4srpq,. 



Transformiert man ferner die Dichte der Elektrizität ge- 
mäß der Festsetzung 
(257) xp'=p(l— 



und dementsprechend die Dichte des Konvektionsstromes, mit 
Rücksicht auf (250a, b, c), folgendermaßen: 

(257 a) = 

(257b) (>'qy,= cq,, (>'q' = (>q-, 

so lautet das System der transformierten Feldgleichungen (I) 
und (III) in leicht verständlicher Symbolik: 

(Iir) div'e'=4ap', 

(F) curl'r-^;! = 4:re'q'. 



Aus (lll) und (I) gehen (IV) und (II) hervor, indem man ff 
statt e, — e statt ff schreibt und q gleich Null setzt. Da die 
Formeln (256) hierbei ungeändert bleiben, wofern zugleich ff' 
an Stelle von e', — e' an Stelle von tritt, so lauten offenbar 
die transformierten Feldgleichungen (IV) und (II): 

(IV') div'r=0, 

(D') curre'-f|| = 0. 



Es entsprechen also die auf das System 2' transformierten 
Feldgleichungen durchaus den Feldgleichungen des ursprüng- 
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liehen Systemes 2, falls die Dichte der Elektrizität gemäß (257), 
und falls die Feldstärken gemäß (256) transformiert werden. 

Wir wollen zunächst auf die Bedeutung der Relation (257) 
genauer eingehen. Die Vergleichung mit (250) ergibt für das 
Verhältnis der elektrischen Dichten in einander entsprechenden 
Punkten von 2 und 

g dl 




Andererseits ist aus dem im vorigen Paragraphen bereits 
erwähnten Umstande, daß die Funktionaldeterminante der Loren tz- 
schen Transformation gleich 1 ist: 



dV 


di 


Bl 


ar 




l 


_& 


0 


0 


di 


dx 


Sv 


dz 




X 


X 


dx' 


dx' 


dx' 


dx' 






1 


0 


0' 


dl 


dx 


dy 


dz 




X 


X 


dy' 

di 


dj)' 

dx 


dy 


Sy' 

dz 




0 


0 


1 


0 

1 


dz' 

di 


dz' 

dx 


dz' 

Sy 


dz' 

dz 




0 


0 


0 


1 



die bemerkenswerte Folgerung zu ziehen: Einander entsprechende 
Bereiche in den vierdimensionalen Mannigfaltigkeiten der Größen 
(x y zl) und {x' y' z' V) haben die gleiche Ausdehnung: 

dx' dy' dz' dl' == dx dy dz dl . 

Demnach ergibt (258): 

(258a) q' dx' dy' dz' =- Q dx dy dz, 

d. h. einander entsprechende Raumelemente in2^und2i'', 
ersteres zu einer gegebenen allgemeinen Zeit t, letzteres zu der 
entsprechenden Zeit t', haben die gleiche elektrische 
Ladung. Wir können demnach das Resultat der obigen Ent- 
wickelungen so zusammenfassen: Geht man von dem Systeme 
21 durch eine Lorentzsche Transformation (247) zum 
Systeme E' über, indem man die elektrischen Ladungen 
entsprechender Volumelemente zu entsprechenden 
Zeiten einander gleich setzt, so bleiben die Feld- 
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gleichungen der Elektronentheorie ungeändert, wo- 
fern man die Feldstärken t, ^ in Z' und e', in E' 
durch (256) einander zuordnet. Diesen mathematischen 
Satz nennen wir mit H. Minkowski®*) das „Theorem der 
Relativität“. 

Dieses Theorem gestattet es, jedes Problem, welches sich 
auf ein in gleichförmiger Translationsbewegung hegrifiFenes 
elektromagnetisches System Z bezieht, in ein anderes Problem 
zu transformieren, welches ein ruhendes, parallel der Bewegtmgs- 
richtung im Verhältnis l:Yl — /3* gestrecktes System Z' be- 
trifft. Diese Abbildung auf ein ruhendes System ist uns keines- 
wegs neu; wir hatten sie bereits in § 18 auf das Feld eines 
gleichförmig bewegten Elektrons angewandt und sie in § 45 
bei der Erörterung des Versuches von Michelson herangezogen. 
Wir wissen auch, daß das System Z', wofern man keine be- 
sondere Hypothese hinzunimmt, im allgemeinen von dem ur- 
sprünglichen Systeme im Falle der Ruhe verschieden sein wird, 
und daß dann die Bewegung des Systemes auf die elektro- 
magnetischen Vorzüge in demselben einen Einfluß zweiter 
Ordnung äußern wird. 

Die Hypothesen, durch welche man dem Postulats der 
Relativität Genüge leisten kann, sind jetzt auf Grund des 
obigen, aus den Feldgleichungen abgeleiteten Theorems folgender- 
maßen zu formulieren; Das ruhende System Z', welches 
aus dem gleichförmig bewegten Körpersysteme Z durch 
die Lorentzsche Transformation hervorgeht, soll — 
geometrisch wie elektromagnetisch — mit demselben 
Körpersysteme im Falle der Ruhe identisch sein. Diese 
Forderung enthält in sich die Kontraktionshypothese sowie die 
in § 46 aufgesteUte Hypothese, die sich auf den Gang einer 
bewegten Uhr bzw. auf die Lichtgeschwindigkeit in einem 
bewegten Systeme bezieht. Zu diesen Aimahmen tritt nun 
eine weitere, welche die Dichte der Elektrizität betrifft; da die 
elektrische Ladung eines Raumelements bei der Kontraktion 
ungeändert bleiben soll, so muß die Dichte p' in dem ruhenden 
Systeme Z' entsprechend kleiner sein als in dem bewegten 
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kontrahierten Systeme in der Tat ergibt (257), wenn man 
Hz = ß setzt: 

(258b) p'=pVT-^. 

Diese Forderung ist eng mit der auf den Lichtweg be- 
züglichen Forderung (246c) verknüpft; denn elektrische Dichte 
und Lichtweg sind im Sinne des Relativitätstheorems durch 
die allgemeine Beziehung (258) miteinander verbunden. 

Findet nun in dem bewegten Systeme 27, infolge einer 
gewissen Bewegung der Elektrizität, ein elektromagnetischer 
Vorgang statt, gemäß den Feldgleichungen (I) bis (IV), so wird 
ein im Raume fester Beobachter die Feldstärken e, ^ feststellen. 
Der mitbewegte Beobachter jedoch, mit seiner nach der Orts- 
zeitskala gestellten Uhr und seinem kontrahierten Maßstabe, 
wird der abgeänderten Dichte der Elektrizität und des Kon- 
vektionsstromes, den Feldgleichungen (F) bis (IV') entsprechend, 
die Feldstärken zuordnen. Alsdann wird er die gleich- 

förmige Bewegung des abgeschlossenen Systemes nicht wahr- 
nehmen können, wie es das Postulat der Relativität verlangt; 
denn der elektromagnetische Vorgang verläuft für ihn genau 
so, als ob das System ruhen würde. So ist denn für ihn der 
Einfluß der absoluten Bewegung eliminiert, obwohl er in den 
ursprünglichen Feldgleichungen enthalten war. 

Den Einfluß der absoluten Bewegung ganz zu beseitigen, 
gelingt indessen nicht. Er muß von Bedeutung werden, sobald 
man die Beobachtungen eines mitbewegten Beobachters mit 
denen eines solchen vergleicht, der sich an der Bewegung 
nicht beteiligt. Ein solcher würde, wenn er über hinreichend 
genaue Apparate verfügte, festzustellen imstande sein, ob die Ver- 
änderung (246a) im Gange einer Uhr, welche Einstein behauptet, 
der Wirklichkeit entspricht; er würde, indem er seine Messung 
der Lichtgeschwindigkeit mit denjenigen vergleicht, die im be- 
wegten System gewonnen sind, den von uns angenommenen Ein- 
fluß zweiter Ordnung der Bewegung auf die Lichtgeschwindigkeit 
(246b) prüfen können. Die eine oder die andere Größe muß 
von der absoluten Bewegung des Systemes abhängen, wofern 
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die Maxwellschen Feldgleichungen für den leeren Raum zu- 
treflfen. 

Die Lorentzschen Feldgleichungen führen, auf Grund des 
Relativitätspostulats, weiter dazu, einen EinfluB der Bewegung 
auf die Dichte der Elektrizität anzunehmen, entsprechend der 
Forderung (258 b). Hiernach würde sich ein Elektron, in Be- 
wegung gesetzt, derart kontrahieren, daß seine Dichte im Ver- 
hältnis l ’.yi — ß* zunimmt. Diese Kontraktion würde einem 
mitbewegten Beobachter entgehen, aber nicht einem an der 
Bewegung des Elektrons unbeteiligten. Nun stehen: wir gerade 
bei der Beobachtung der Kathoden- und der Becquerel-Strahlen 
auf dem Standpunkte des ruhenden Beobachters. Die Messung 
der Ablenkung der in diesen Strahlen mit Geschwindigkeiten 
von der Ordnung der Lichtgeschwindigkeit bewegten Elektronen 
kann daher zur Prüfung jener aus dem Relativitätspostulat 
abgeleiteten Hypothesen dienen. Obwohl wir schon in § 22 
gesehen haben, daß das Ergebnis der Versuche bisher jener 
Hypothese ungünstig gewesen ist, wollen wir dennoch die 
Dynamik des Elektrons vom Standpunkte des Relativitäts- 
postulates noch einmal erörtern. 

§ 49. Anwendung des Belativltätstheorems auf die Dynamik 

des Elektrons. 

Wir denken uns ein Elektron von der Ladung e in gleich- 
förmiger geradliniger Bewegung begriffen, falls es von dem 
Bezugssystem aus beobachtet wird; das System bestimmen 
wir so, daß seine x- Achse mit der Bewegungsrichtimg des 
Elektrons übereinstimmt, und daß q'=0 ist. D ann wird die 
Geschwindigkeit in 

q, = 0. 

Beim Übergange von 27' zu 27 wird, gemäß (258b), die 
elektrische Dichte infolge der Kontraktion im Verhältnis 
i:yr- vergrößert, während die Ladung entsprechender 
Volumelemente, mithin auch die gesamte Ladung des Elektrons 
ungeändert bleibt: 

(259) e'=e. 
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Da im System das Elektron mlit, so wird die an ihm 
angreifende äußere Kraft ft' in diesem System gegeben durch 
den Vektor ft'= e'c' 

wofern e', die von den übrigen Elektronen herrührende Feld- 
stärke, in dem vom Elektron eingenommenen Bereiche als 
homogen betrachtet wird. Auf Grund von (256) und (259) 
findet man für die Komponenten von ft' die Beziehungen 

I ftx ^ ^ tx ftxy 

(260) xft; = e'xty = e(Cy— ß^,) = ft„, 

I xfti = e'xf,' = e(f, + ß^y) = ft, . 



Der Vektor ft ist die am Elektron angreifende äußere 
Kraft, bezogen auf das System £•, es ergibt sich aus dem in 
§ 4, S. 18 zugrunde gelegten allgemeinen Ausdruck (V) für die 
elektromagnetische Kraft. 

Wir denken uns nun, ausgehend von dem oben an- 
genommenen Zustande — der Ruhe in der gleichförmigen 
Bewegung in 2^ — , dem Elektron eine kleine Beschleunigung 
erteilt. Unter Annahme quasistationärer Bewegung wird dann 
in die Bewegungsgleichung bestehen (vgl. 253 a): 



(260a) 



M it' — Jtf ^ — ö' 

AZo«! — Aio — W , 



M^df 



wo A/q eine Konstante bedeutet. Von hier aus kann man, 
auf Grund der Transformationsgesetze (255) für die Be- 
schleunigungskomponenten und (260) für die Kraftkompo- 
nenten, sofort zu den Bewegungsgleichungnn in S übergehen; 
sie werden | AfoX-^q, = ft^ 

(260b) A/oX-*qy = x-ifty, 

AfoX-*q. = x-‘ft.. 

Dieses sind die Bewegungsgleichungen des Elek- 
trons für quasistationäre Bewegung, welche dem Re- 
lativitätspostulate genügen. Setzt man 

fAf,= AfoX-»= Af<,(l 

lAf,= Af„x-‘=Afo(l-^*) 



(260 c) 



* y 



Digitized by Google 




384 



Zweiter Abschnitt. Vorgänge in wägbaren Körpern. 



§ 49 . 



80 haben, gemäß (253), die Größen 
(260 d) ^ 

die Bedeutung der longitudinalen bzw. der transversalen 
elektromagnetischen Masse. Aus diesen Beziehungen folgt, 
daß die Masse bei langsamer Bewegung in 2T einen anderen 
Wert hat als in ZI', falls, wie wir zuließen, die Lichtgeschwindig- 
keit in den beiden Systemen nicht genau den gleichen Wert 
hat; dann ergibt sich nämlich mit Rücksicht auf (260a): 

(260 e) »IqC* = ü/q = »«' c'* . 



Für die Kaufmannschen Versuche kommt indessen nicht 
sowohl die Masse »Wq als vielmehr das Produkt aus Masse und 
Quadrat der Lichtgeschwindigkeit in Frage. In der Tat geht, 
wie aus Gl. (122a) des § 21 zu ersehen ist, die Masse nur in 
der Verbindung ein: 

C Wl„c*’ 

diese Größe aber hat auch dann, wenn c und c verschieden 
sind, in Z und Z' den gleichen Wert; denn aus (259) und 
(260 e) folgt 

e e' 

nijc’ »»o'c'* 




Man wird auch auf dem hier eingeschlagenen Wege, vom 
Relativitätspostulate ausgehend, wiederum auf die Lorentzschen 
Formeln (125) und (125 a) für die Masse des Elektrons ge- 
führt. In der Tat gelangt man, wenn man mit Lorentz das 
Elektron im Ruhezustände als kugelförmig betrachtet, durch 
die obige Transformation zu einem Heaviside-Ellipsoid in Z, 
d. h. zum Lorentzschen Elektron; für ein solches hat ja Lorentz, 
wie wir in § 22 dargelegt haben, den Ausdruck (124e) der 
elektromagnetischen Bewegungsgröße abgeleitet, den wir auch 
schreiben können: 



1 1 C* X ^ 



ilfn 



2 e’ 

yö’ 
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nnd an» dem sich die obigen Formebi für die elektromagnetische 
Masse ergeben. Unter Annahme eines im Falle der Ruhe kugel- 
förmigen Elektrons besteht also Übereinstimmung zwischen 
dem Relatiritätspostnlate und dem Impulssätze. Aber mit dem 
gleichfalls aus den Feldgleichungen und dem elektromagnetischen 
Kraftausdrucke abzuleitenden Werte der elektromi^netiscben 
Energie lassen sich, wie wir in § 22 gezeigt haben, die Lorentz- 
schen Formeln für die Masse nicht vereinbaren, ohne dem 
Elektron eine neue, nicht elektromagnetische Form der Energie 
zuzuschreiben. 

Nun ist allerdings der Gedankengang, durch den wir auf 
Grund des Relativitätspostulates zu den Formeln für die Masse 
gelangt sind, unabhängig von der Annahme der Kugelgestalt 
im Falle der Ruhe. Man könnte in die Gestalt des Elek- 
trons beliebig lassen, stets fordert das Relativitätspostulat, daß 
beim Übei^ange zu 2? die Kräfte und Beschleunigungen sich 
entsprechend der Lorentzschen Transformation ändern, und 
hieraus resultieren die Transformationsformeln (260 c). Die 
anscheinend größere Allgemeinheit dieses Gedankenganges 
könnte indessen nur dann zur Hebung der erwähnten Schwierig- 
keit dienen, wenn eine andere Ruhegestalt des Elektrons in £' 
angegeben würde, die beim Übergange zu £ Werte des Im- 
pulses und der elektromagnetischen Energie ergäbe, welche 
sich (vgl. § 22) folgendermaßen aus der Lagrangeschen Funk- 
tion L ableiten lassen: 

= W=^cß\&\-L. 

Man gelangt nun zu den obigen Formeln für die Masse, 
wenn man setzt 

(261) 



mithin 
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Dann mOßte identisch sein mit der elektrostatischen 
Energie des ruhenden Elektrons 

(261c) W„ 

und somit die Masse bei langsamer Bewegung, nach (260e), 
den Wert besitzen 




Dies ist die von A. Einstein“) und M. Planck**) an- 
genommene Beziehung zwischen der Masse und der 
Energie eines Körpers. 

Nun erhält man aber für das Lorentzsche Elektron, wie 
oben bemerkt wurde. Mg gleich % der elektrostatischen Energie, 
und es steht der Nachweis aus, daß es irgendeine Rnhegestalt 
des Elektrons gibt, für welche die Relation (261c) gilt. Bis 
er erbracht ist, wird man es als zweifelhaft bezeichnen müssen, 
ob sich überhaupt die elektromagnetische Dynamik des Elektrons 
mit dem Relativitätspostulat vereinbaren läßt. Verzichtet man 
aber überhaupt auf eine elektromagnetische Begründung der 
Dynamik des Elektrons, so fäUt jeder Grund für die Anwen- 
dung des Relativitätstheorems fort, welches ja eben auf den 
Differentialgleichungen des elektromagnetischen Feldes beruht. 
Dann entfällt um so mehr die Berechtigung, das Relativitäts- 
theorem auf die Mechanik wägbarer Körper anzuwenden. 

Auch stimmen, wie wir gesehen haben, die Konsequenzen 
des Relativitätspostulats keineswegs mit den Messungen der 
Ablenkbarkeit der Becquerelstrahlen überein. Man darf daher 
der Anwendung der Lorentzschen Transformation auf die ein- 
einzelnen Elektronen einstweilen skeptisch gegenüberstehen. 

Indessen gibt es viele Aufgaben der Dynamik des Elektrons, 
bei denen es auf die Gestalt desselben nicht ankommt, sondern 
wo es genügt, es als eine Punktladung zu betrachten. Bei 
diesen Aufgaben bringt die Anwendung des Theorems der 
Relativität oft eine Vereinfachung der mathematischen Behand- 
lung mit sich. 
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Von diesem Standpunkte aus wollen wir das in § 15 be- 
handelte Problem, die Reaktionskraft der Strahlung zu 
finden, wieder aufnehmen. Wir wollen zeigen, daß durch An- 
wendung des Relativitätstheorems sich der allgemeine Ausdruck 
(87) der Reaktionskraft ergibt, falls für langsame Bewegung 
die in Gl. 58 des § 9 angegebene Formel zutriflft, die wir mit 
Rücksicht auf (253a) schreiben können: 



(262) 



2 e'’ d'tt' 

3 c'* dt'* 



dV* 



= 3 « 



’q'- 



Dies mag der Ausdruck der Rückwirkung der Strahlung 
in dem System sein, welches aus dem bewegten Elektron 
auf Grund der im Eingang dieses Paragraphen angegebenen 
Transformation entsteht. Beim Übergang zu 2 ist zu bedenken, 
daß nach (259) die elektrische Ladung ungeändert bleibt, und 
daß jede elektromagnetische Kraft den Transformationsformeln 
(260) genügen muß. Auf Grund dieser Überlegung erhalten 
wir in 2 für die Reaktionskraft der Strahlung den Ausdruck 

(262.) 

wo p eben der in Gl. (254) des § 47 eingeführte Vektor ist, 
dessen Komponenten durch (254 a) mit denen des Vektors q' 
verknüpft sind. Es handelt sich also nur noch um die Be- 
rechnung des Vektors 

dp dl d I qx‘ , iN,*“ ) 

dl’~ dV rfM(l — (1— 

für den sich durch Ausführung der Differentiation und mit 
Rücksicht auf Gl. 250 ergibt 

ijx* 31^’qi*' 

(1 - pqj» + (1 - ■ 

Hier ist nun, wie im Eingänge dieses Paragraphen an- 
gegeben worden ist, zu setzen 

q, -ß> q» = q, = O-, dann folgt 

(262b) Ä' = |c* {qx-*-f q(qij)x-'‘-h3q(qq)x-‘-f 3q(qq)*x-®|. 

25* 
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Dieser Ausdruck für die Reaktionskraft der Strahlung 
zeigt sich, mit Rücksicht auf (253), mit dem früher toü 
uns in § 15 angegebenen Ausdruck (87) als identisch. 
Das Theorem der Relativität erspart uns den dort fortgefaJlenen 
Eindeutigkeitsbeweis. 

Aus der Reaktionskraft der Strahlung ergeben sich nun, 
wie dort gezeigt worden ist, durch Integration nach Zeit und 
Weg und durch partielle Integration der so entstehenden Inte- 
grale, für die von einer bewegten Lichtquelle entsandte Energie 
und Bewegungsgröße die Beziehungen (82b) und (83), die wir 
jetzt zu schreiben haben; 

(263) + 

(263a) - ‘'dT “ I c*c{q*x-* + (qq)V«}= -B. 

Den letzten Ausdruck, der die in der Sekunde von der 
Lichtquelle emittierte Energie angibt, haben wir gleich E ge- 
setzt. Der erste bestimmt die in der Sekunde emittierte Be- 
wegungsgröße und führt zu der Bewegungsgleichung der Licht- 
quelle : 

(263b) = = 

Die emittierte Wellenstrahlung übt eine der Be- 
wegung der Lichtquelle entgegengerichtete Kraft auf 
diese aus. Wirken keine sonstigen Kräfte, so muß dem- 
nach entweder die Geschwindigkeit oder die Masse der Licht- 
quelle abnehmen. Die erstere Möglichkeit ist auszuschließen, 
wenn man das Relativitätspostulat erfüllen will Denn beim 
Übergang zu 2' würde die Geschwindigkeit b und mithin 
die Reaktionskraft (263 b) gleich Null werden, während der Ge- 
schwindigkeitsänderung in 2, wie in § 47 gezeigt wurde, auch 
eine Geschwindigkeitsänderung in 2' entspricht. Das Relativi- 
tätspostulat führt somit, wie A. Einstein*^) und M. Planck^*) 
bemerkt haben, zu einer Massenabnahme eines leuch- 
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tenden Körpers, die gleich seiner Emission, dividiert durch 
das Quadrat der Lichtgeschwindigkeit, ist: 

dm _ E 
dt c* ' 

Dieselbe ist natürlich zu klein, um der Beobachtung zugänglich 
zu sein. 




§ 50. Die allgemeinen Feldgleichungen für rasch bewegte 

Körper. 

Die Bedeutung der Lorentzschen Transformation beruht 
darauf, daß sie die elektromagnetischen Feldgleichungen für den 
leeren Raum in sich selbst überführt. Die Schwierigkeiten, 
welche in der Dynamik der Elektronen der Erfüllung des Re- 
lativitätspostulats entgegen stehen, rühren daher, daß die Dynamik 
der Elektronen nicht auf den Feldgleichungen allein beruht, 
sondern daneben noch auf kinematischen Bedingungen. 

Diejenigen elektrischen und optischen Vorgänge dagegen, 
welche sich im Innern der wägbaren Körper abspielen, sind in 
ihrem Verlaufe vollkommen durch das System der Feldglei- 
chungen bestimmt. Wird diesen Feldgleichungen für den Fall 
rascher Bewegungen eine Form gegeben, welche durch eine 
Lorentzsche Transformation in die Feldgleichungen für den 
Fall der Ruhe überzuführen ist, so ist das Relativitätspostulat 
ohne weiteres erfüllbar. In dieses Gebiet fallen die meisten 
der Versuche über den Einfluß der Erdbewegung, deren nega- 
tives Ergebnis der Erklärung bedarf: Die Experimente von 
Lord Rayleigh“) und D. B. Brace®), welche die Entdeckung 
einer durch die Erdbewegung bedingten Doppelbrechung zum 
Ziele hatten; ferner die Messungen von F. T. Trouton®®) und 
A. 0. Rankine, welche den Widerstand eines Drahtes be- 
trafen, der das eine Mal parallel, das andere Mal senkrecht zur 
Richtung der Erdbewegung gespannt ist. ' Diese Versuche be- 
anspruchen eine so große Genauigkeit, daß Größen zweiter Ord- 
nung in ß hätten beobachtbar sein müssen. Wie wir in diesem 
Paragraphen sehen werden, erklären die in § 38 aufgestellten 
Feldgleichungen — sowohl diejenigen von H. Minkowski als 
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auch diejenigen von E. Cohn — die Ergebnislosigkeit dieser 
und vieler ähnlicher Versuche. 

Die Grundgleichungen von Minkowski lauten, wenn l = ct, 
I» =— cq gesetzt wird: 

(I d) curl § - = 4flr j p q + I , 

(II d) curl 6 + = 0, 

(Illd) div A:t% = 4;rp, 

(IVd) div 8 =0. 

Hierzu treten zwei Bedingungen, welche die Vektoren G,§, $,8 
im bewegten Körpersystem 2 miteinander verknüpfen. Sie er- 
geben sich, indem man aus den GL (15a — d) die dort mit 
bezeichneten Vektoren eliminiert: 

(Vd) 4;r®-f [q^] = £!6-f[q8]}, 

(VI d) 8-[q®l = u(^-[q4.t5)]j. 



Wir vergleichen dieses System von Difierentialgleichungen 
mit den Feldgleichungen der Elektronentheorie, die wir in § 48 
in Lorentzscher Weise transformiert haben. Die Gleichungen 
(Hd, IV d) entsprechen durchaus den Feldgleichungen (II, IV), nur 
daß an Stelle von t und ^ dort, hier die Vektoren @ und 8 
treten, die in § 28 als die Mittelwerte jener definiert worden 
waren. Aus der formalen Identität folgt ohne weiteres, daß 
die transformierten Gleichungen jetzt lauten: 

(ll'd) curl'g'+^^®' = 0, 

(IV'd) div' 8' =0, 



wofern die Vektoren 6', 8' desSystemes A’' denen des Systemes 
2 durch die folgenden, den Gl. (256) entsprechenden Beziehungen 
zugeordnet werden: 



(264) 



(«: = 8,, x8; = 8, + ^e„ 



= g, -f- /Jg^; 

x8;=8,-^g,. 
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Ferner lehrt der Vergleich von (Id, III d) mit den Gl. (I, III) 
des § 48, daß in diesen Gleichungen den Vektoren e, ^ dort, 
hier die Vektoren 4itX und § entsprechen. Es liegt somit 
nahe, diese Vektoren beim Übergang zu 2' folgendermaßen 
zu transformieren: 



(265) 



4jc2)j = 4Ä$^, x4n:2)y=4«®^ — /3§., x4n:$(= 4«®^ + 



Nimmt man dies an, so gehen die Gleichungen (Id, III d) durch 
die Lorentzsche Transformation in die Grundgleichungen für 
ruhende Körper über: 

(I'd) curl' 



(lH'd) 



div' 4jt®' 



= 4ap', 



falls beim Übergang von dem gleichförmig bewegten System 2 
zum ruhenden System 2' sich noch die Größen p, pq +-^ 
in p', j so umrechnen, wie gemäß (257, 257 a, b) in § 48 die 
Größen p und pq in p' und p'q' sieb transformierten: 

(260) »«P' =■ P - /*(pqx + f); 

= cpq^ + i,-cp^. 



iy = cpqy + iy, i( = cpq, + i,; 



(2(56a) 

(206 b) 

da das ganze System 2 sich mit der Geschwindigkeit cq,, = 
parallel der a:-Achse bewegt, so kann man einfacher schreiben: 

(267) = = V «. = »;, 



(267 a) 



«P =q' + ß: 



In dem ruhenden System 2' gelten nun die Feldgleichungen, 
die aus (I'd bis IV'd) durch Einführung der Beziehungen 

(268) 4xr2>'=s@', ©' = .«§', t'=ö(je' 

hervorgehen. Die ersten beiden dieser Beziehungen ergeben 
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sich nun wirklich aus den Relationen (V d, VI d), wenn man, ge- 
mäß (264) und (265), vom bewegten Systeme 27 zum ruhen- 
den Systeme 27' übergeht. Hieraus erzielt man, zimächst für 
Isolatoren: Die Minkowskischen Feldgleichungen für 
ein in gleichförmiger Translationsbewegung begriffe- 
nes System gehen durch die Lorentzsche Transfor- 
mation in die Maxwell-Hertzschen Feldgleichungen 
für ruhende Körper über. Sie sind also geeignet, aufGrund 
der in den letzten Paragraphen erörterten Hypothesen, das 
Postulat der Relativität zu erfüllen. 

Damit dies auch für Leiter gelte, muß, wie aus der letzten 
der Relationen (268) im Verein mit (264) und (267) hervor- 
geht, im bewegten System 27 sein: 

(269) = = + 

Die Komponenten der Dichte des Leitungsstromes sind also 
jeweils proportional den Komponenten der elektromagnetischen 
Kraft, d. h. des Vektors 6 -)- doch wird durch die Be- 

wegung die Leitfähigkeit für parallel der Bewegungsrichtung 
fließenden Strom im Verhältnis x:l kleiner, dagegen für Ströme, 
die senkrecht zur Bewegungsrichtung fließen, im Verhältnis 
1 : X größer als im Falle der Ruhe. 

Daß so das negative Ergebnis des Versuchs von Trouton 
und Rankine seine Deutung findet, ist klar“). Die Kontraktion 
des Drahtes, die parallel seiner Längsrichtung stattfinden soU, 
wenn er der Erdbewegung parallel gespannt ist, würde eine 
Widerstandsabnahme zur Folge haben; diese wird durch jene 
Abnahme der spezifischen Leitfähigkeit kompensiert. Ist hin- 
gegen der Draht senkrecht zur Bewegungsrichtung der Erde 
gespannt, so würde die Lorentzsche Kontraktion eine Abnahme 
des Querschnitts, mithin eine Widerstandszunahme im Verhält- 
nis 1 : X im Gefolge haben, deren Kompensation gerade in jener 
Zunahme der Leitfähigkeit für senkrecht zur Bewegungsrichtung 
fließenden Strom liegt. 

Die Minkowskischen Feldgleichungen für bewegte Körper 
stehen, wenngleich sie nicht aus den Feldgleichungen der 
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Elektronentheorie auf Grund von Hypothesen über die mole- 
kularen Vorgänge abgeleitet sind, doch mit dieser Theorie in 
engem Zusammenhänge; es wurde bei ihrer Aufstellung das 
aus den Feldgleichungen der Elektronentheorie gewonnene 
Theorem der Relativität als heuristisches Prinzip benutzt. Die 
Feldgleichungen der Elektrodynamik bewegter Körper 
hingegen, die von E. Cohn*) herrühren, sind auf einem von 
der Elektronentheorie unabhängigen, induktiven Wege ge- 
wonnen. Sie lauten, wie wir bereits in § 38 angegeben haben: 



(le) 


curl§'=4:;r(|® 


(He) 


Carl e gj , 


(ine) 


div 2) = 9 , 


(IVe) 


div® = 0, 


(Ve) 


4^2 4- [qn = 


(VIe) 


®-[qr] = ( 



Dabei ist cq der Geschwindigkeitsvektor der Materie. In 
(IVe) ist übrigens der Ansatz von E. Cobn insofern spezialisiert 
worden, als die Existenz von wahrem Magnetismus hier nicht 
angenommen wird. 

Die Cohnschen Grundgleichungen sind für den Fall eines 
gleichförmig bewegten Systemes zwar nicht durch die Lorentz- 
sche Transformation auf die Form der Grundgleichungen für 
ruhende Körper zu bringen, wohl aber durch eine andere, 
einfachere Transformation, nämlich die folgende: 

(270) V=l — ßx, x'^x — ßl, y' = y, z = z. 

Hier sind x’, y , z die Koordinaten eines Punktes des parallel 
der a;-Achse bewegten materiellen Systemes, bezogen auf ein 
mitbewegtes Achsensystem. Von einer Kontraktion beim Über- 
gang von E' zu dem ursprünglichen materiellen System E ist 
hier keine Rede; ebensowenig ist es notwendig, zur Deutung 
der Beziehung zwischen den Lichtwegen l ^ ct und l'=ct', 
eine Verschiedenheit in den Skalen der allgemeinen Zeit und 
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der Ortszeit oder verschiedene Worte der Lichtgeschwindigkeit 
in 2 und anzonehmen. 

Es ist nicht schwer, in die Feldgleichnngen (le bis VIe) 
die neuen Unabhängigen x, y, z, X einznfnhren. Zunächst 
ist, da die Differentiationen nach \ in (le, Ile) sich auf mit 
der Materie bewegte Punkte bezieht, d. h. hier auf konstant 
gehaltene x, y, z\ zu setzen: 

dl~ cT' 

Beachtet man ferner, daß hier ist: 

1,= ^, 1,= Ö, ^.= 0, 

so kann man die zur Umrechnung von curl nnd div dienenden 
Regeln symbolisch so schreiben: 

curl = curl' — ^ j , 

div = div'- (q^). 

Auf Grund dieser Regeln und der Beziehungen (Ve, VIe) 
findet man die auf das System E’ transformierten Feldgleichnngen: 

(I'e. curl'r=-gf- + *r®'' 

(II' e) curl'e'=-M, 

(lU'e) div'f®'= 4 .tp', 

(IV' e) div';i§'=0, 

wobei Q die Bedeutung hat: 

(270a) 

Hier ist also — bei fehlendem Leitungsstrom i — die 
Dichte der Elektrizität im bewegten System S die gleiche wie 
in dem auf Ruhe transformierten System H', während in der 
Lorentz-Minkowskischen Theorie, entsprechend der Kontraktion 
der bewegten Materie und Elektrizität, gemäß (267 a) die Dichte 
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der Elektrizität im Verhältnis 1 : x beim Übergang zum be- 
wegten Systeme zu ändern ist. In beiden Theorien beeinflußt, 
wie aus (267 a) bzw. (270a) hervorgeht, ein der Bewegungs- 
richtung paralleler Leitungsstrom die Beziehung zwischen den 
Dichten der Elektrizität in 27 und 2 '. H. A. Lorentz spricht 
in diesem Falle von einer „Korapensationsladung“ des strom- 
führenden Drahtes, da jene Ladung die in 2 vom Magnetfeld 
des Stromes auf mitbewegto elektrische Ladungen ausgeübte 
Kraft gerade aufhebt. 

Die Feldgleichungen (Fe bis IV'e), welche aus den Cohn- 
schen Feldgleichungen durch die Transformation (270) hervor- 
gehen, stimmen nun in der Tat mit den MaxweU-Hertzschen 
Feldgleichungen für ruhende Körper überein. Es genügt 
also die Theorie von E. Cohn dem Postulate der Rela- 
tivität, ohne daß sie eine Deformation der bewegten 
Körper anzunehmen hat, oder eine Änderung im Werte 
der Lichtgeschwindigkeit oder gar ein spezifisches 
Zeitmaß im bewegten Systeme. Hier findet also das nega- 
tive Ergebnis der Versuche, welche über den Einfluß der Erd- 
bewegung auf die elektromagnetischen und optischen Erschei- 
nungen angesteUt worden sind, eine in mancher Hinsicht ein- 
fachere Deutung als in der Lorentzschen Theorie. 

Die Cohnschen Feldgleichungen für bewegte Körper gehen 
nicht wie die Minkowskischen dadurch in die Feldgleichungen 
für den Äther über, daß man £=1, /r=l, ö = 0 setzt. Dieser 
Umstand bringt Schwierigkeiten mit sich, wenn es sich um 
Vorgänge handelt, bei deren Deutung man von dem Einfluß 
der wägbaren Materie abzusehen pflegt. Hierher gehört der 
Versuch von Michelson, dessen Theorie wir, vom Lorentzschen 
Standpunkte aus, in § 45 gegeben haben. Dabei wurde von 
dem Einfluß der atmosphärischen Luft abgesehen und nur von 
der Lichtfortpflanzung im leeren Raume gesprochen; das nega- 
tive Ergebnis des Versuches wurde durch die Kontraktion der 
Materie erklärt. Nach E. Cohn dagegen soll eine Kontraktion 
der Steinkonsole, welche die Spiegel trägt, nicht stattfinden. 
Es soll der Einfluß der Luft es bedingen, daß hier nicht die 
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Feldgleichungen für den leeren Kaum, sondern eben die Feld- 
gleichungen (le bis VI e) für bewegte Dielektrika Anwendung 
finden. Das negative Versuchsergebnis findet so seine Erklärung; 
in der Tat werden einem Beobachter, der sich mit der Erde 
bewegt, die Vorgänge gemäß den Feldgleichungen (I'e bis 
IV'e) zu verlaufen scheinen, d. h. genau so, als ob die Erde 
ruhte. Hiernach würde jedoch ein positives Ergebnis des 
Michelsonschen Versuches zu erwarten sein, wenn man ihn im 
luftleeren Raume ausführen würde. 

Ferner fehlt der Theorie von Cohn der Zusammenhang 
mit der Dynamik der Elektronen; sie umfaßt nicht diejenigen 
elektromagnetischen Vorgänge, die man an den Kathodenstrahlen 
und den Radiumstrahlen beobachtet. Hier kann nur eine 
atomistische Theorie Erfolge erzielen; der Cohnschen Theorie 
bleiben, ihrem rein phänomenologischen Standpunkte ent- 
sprechend, diese feineren Vorgänge verschlossen. Sie ist in 
ihrer Anwendung auf diejenigen Vorgänge beschränkt, die sich 
in den wägbaren Körpern abspielen. 

Allerdings scheint es, als ob die auf dem Relativitäts- 
postulate fußende Weiterbildung der Lorentzschen Elektro- 
dynamik ebenfalls auf die Vorgänge in wägbaren Körpern 
beschränkt ist; denn ihre Anwendung auf die freien Elektronen 
begegnet den mehrfach erörterten Schwierigkeiten. Es wäre 
auch sehr wohl denkbar, daß das Relativitätspostulat für die 
Bewegung der wägbaren Materie zu träfe, aber nicht auf die 
Bewegung der freien Elektronen anwendbar wäre. Freilich 
scheint, wenn man diese Auffassung annimmt, das Band zwischen 
den Vorgängen der Konvektionsstrahlung und denen, die sich 
im lichtaussendenden Moleküle ahspielen, gelöst zu sein. Die 
Verknüpfung zwischen diesen Vorgängen aber ist eine wert- 
volle Errungenschaft der Elektronentheorie, die kein Physiker 
leichten Herzens aufgeben möchte. Bedenkt man jedoch, wie 
gering die Ergebnisse der Elektronentheorie in der Erklärung 
der Spektralgesetze und der anomalen Zeeman-Effekte noch 
sind, so wird man gerade hier noch am ehesten eine Lücke in 
dem Weltbilde der Elektronen theorie vermuten. Es ist sehr 
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wohl möglich, daß die Elektrizität im Innern der wägbaren 
Körper ein anderes Verhalten zeigt als bei der Konvektions- 
strahlung, wo sie sich losgelöst von der Materie bewegt. So 
einfach, wie es die Theorie des normalen Zeeman-EfFektes an- 
nimmt, ist die Verknüpfung von Elektrizität und Materie sicher 
nicht. Unserer Unkenntnis der zwischen den Atomen der Materie 
und der Elektrizität wirkenden Kräfte würde es entsprechen, 
wenn man die elektromagnetischen und optischen Vorgänge in 
bewegten Körpern mehr phänomenologisch durch ein System 
von Feldgleichungen beschreiben würde, welches dem Relativitäts- 
postulate genügt, sei es durch die Cohnschen oder die Lorentz- 
Minkowskischen. So würde für die Dynamik der Elektronen 
der Weg freigehalten, welcher dem Fortschritte der experimen- 
tellen Forschung auf dem Gebiet der Kathoden und Radium- 
Strahlung zu folgen hat. 



Formelzusammenstellang. 



I. Feld und Bewegung einzelner Elektronen. 
Grundgleichungen der Elektronentheorie: (§ 4 S. 17, 18) 



(«) 



I) curl§-|^ = 4jrl = 43t(>“, 

II) curie+iä^_ü, 

lU) div e = 4;rp, 

IV) div § = 0, 

V) 5 = 



(elektromagnetische Kraft pro Einheit der Ladung). 



Dichte der elektromagnetischen Bewegungsgröße: 
iß) ß = c-.® = 4LM (Gl. 18 S. 26) 



D 
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F ormelzusammenstolliuig. 



(tf) 

(^) 

( 5 ) 



Lüsaug der Gmndgleicbungen: 

§ = curl fl (GL 28 S. 36) 

9 = (Gl. 29 S. 36) 

Es sind die elektromagnetischen Potentiale: 

^ ^fkdkfdmQ{k, l-k) (Gl. 50 S. 56) 

0 

fl =^j\dxfdm\{k, l- k) (Gl. 50a S. 56) 

0 



Dabei ist l=-^ct, k ist der Latensweg, k*da das Flächen- 
element einer mit dem Radius il um den Aufpunkt ge- 
schlagenen Kugel. 

Lösung mit Hilfe des Hertzschen Vektors: 

I 



fkdkj^dai\{k, l — k) 

0 

I 

q=Jidl 

^ = curl|-f 
fir-e, = Vdiv3-^'8 



(61. 48 S. 53) 
(Gl. 47 S. 53) 
Gl. 48 c, d S. 54) 



@0 ist das anfängliche elektrostatische Feld. 

Bewegte Punktladung c: d Geschwindigkeit, ^ = 

X •= f/l — ß‘, t' Zeit des Entsendens, ( Zeit des Eintreffens 
im Aufpunkte, r, Tj Fahrstrahl vom Orte des Entsendens 
zum Aufpunkte bzw. entsprechender Einheitsvektor: 
e e 2t' 1 

«er} • • • (0>- 03, H 65, § u) 
rc 

e = - 

(61. 72, 73, S. 95) 





Digitized by Google 




I. Feld und Bewegung einzelner Elektronen. 399 

Ausgestrahlte Energie und Bewegungsgröße: 



. (Gl. 82, 83, S. 116) 



l 
1 

Reaktionskraft der Strahlung: 



Elektromagnetische Massen des Elektrons. All- 
gemeine Formeln: 




di®l 

d|#| 

W 

l»! 



longitudinale Masse 
transversale Masse 



. (Gl. 115, 115a, S.174) 



Starres kugelförmiges Elektron (»Mq Masse hei lang- 
samer Bewegung): 

= + (G1.117d,S.180) 

■ (ölll’e,S.180) 



Lorentzsches Elektron: 
{ni, = mo - x-®| 

U»,= »ij- x-ij ■ 

Bucherersches Elektron: 
m. = mo-x-«/»(l--i^*) 
m^ = m^ - 'X .- */* 



(Gl. 125, 125a, S. 191) 



. (Gl. 130c, d, S. 197) 



400 Formelzusammenstellung. II. Vorgänge in wägbaren Körpern. 



(v) 



(I) 



II. ElektromagnetiHche Vorgänge in wägbaren Körpern. 

Grundgleichungen der Elektronentheorie nach 
H. Minkowski (§§ 38 und 50): 



(Id) 


curl § = 




(Ild) 


curl 6 — — 


1 a» 

c dt ’ 




(llld) 


div ® = 


9, 




(IVd) 


div ö - 


0; 




4a:® -f- 




l« + 7 




»- 




[^-7 


[tti43r®]|. 



Relativer Strahl: 



(Gl. 213b, S. 325) 



g' + 



(Gl. 203, S. 316) 



Flächenkraft für die Flächeneinheit einer im Raume 
bewegten Fläche: 

(o) 2:' =±[2re„ + 2#'§„-n{e@' + §§'}). 

(Gl. 204, S. 317) 

Thermodynamisches Gesetz der Wellenstrah- 
lung: 

(w) (Gl. 228, S. 341) 

bestimmt die Helligkeit H der Strahlimg von der Tempe- 
ratur und der Schwingungszahl v. 

Plancksche Formel: 

(Gl. 229, S. 345) 

e *»— 1 

{Ä: und Ji sind universelle Konstanten}. 



(P) Ä = 
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P. P. 

Meinen »mfangreicben Verlag auf dem Gebiete der Mathematik 'de# 
Nat™senschaften und Technik nach allen Richtun^rÄeitel 
auszubauen, ist mein stetes durch das Vertrauen und WoHwoUen zahl 

Betflhe -0“ Erfo^Seitets 

DnW^ u zeigt, und ich hoffe, daß beflleicher 

Unterstützung seitens der Gelehrten und Schulmänner des In uf d Aus- 

in fcnschrftund'^S^T Unternehmungen Lehrenden und Lernenden 
anerwit« ^ ® jederzeit förderlich sein werden. Verlaea- 

deshalb weim\^*^h^°^v. u einschlägigem Gebiete werden mir 

fiArrptVi’ 1 “ • ^ gleiche oder ähnliche Werke über denselben 

egenstend in meinem Verlage erschienen sind, stets sehr wiUkommen sein 

auf ich^nz“e« 

ixzt Ä "i 

» ,„.S« w 

mathematischen und natur- 

matisoän^ A^ 1 ^® <^a sind: Die Mathe- 

matischen Aimalen, die BibUotheca Mathematica. Zeitschrift f,lr 

Geschichte Mathematisch®n Wissenschaften, das Archiv der Mathe 

eremigimg, die Zeitschrift für Mathematik und Physik Örimn fnr 
ungewandte Mathematik, die Zeitschrift für matheSchef uS 
Qftturwissenschaftlioheii Un,terrioh,t di« iirnfVtaTvi -u 

^nn^i ^ ^*® Monatshefte für den naturwissen- 

nUer Bchulgattungen, die Geographische 
MonatstSift illustrierte naturwissenschaftliche 

hanS^' a rSwi " '^-lagsbuch. 

sc2t ^O ®deri “ä “«“em Verlage Aufmerksamkeit 

rorteeVten UntA,^^ 1®'' befindlichen und von den 

führlteh« ‘’®® Teubnerschen Verlags durch aus- 

teiluneen werdI**'^®H <ler Verfasser in Kenntnis setzen. Die Mit- 
eilimgen werden jedem Interessenten auf Wunsch regelmäßiir 

H»™ ^ ®‘®b“® Verlags von B. G. Teubner auf 

®^®‘^®*'Mnthematik, Naturwissenschaften, Technik nebst 

matiker lo nn?® ®“®“ «cJenktugobuch fdr Mathe- 

Imftend’ Sx?X' ®®Z®c®r“ Uuterhaltungsliteratur ent- 

Lmi-Zio, Poststraße 3. 

B. G. Teubner. 
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’. RLAG VOH B. 6. TEUBHER IH LEIPZIG UHD BERLIN. 

Encyklopädie 
jer Slementar-Mathematik. 

Ein Handbuch für Lehrer und Studierende von 



Al. Dr. Heinrich Weber m>d Dr. Joseph Wellstein, 

Profeworen der üniTenität StraBburg L £. 



In drei Bänden, gr. 8. In Leinw. geb. 



Elementare Algebra und Analysis. 

Textfiguren. [XVIII u. 639 S.] 



Bearbeitet von H. Weber. 8. Auflage. Mit 
1906. n. .A: 9.60. 

Elemente der Geometrie. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellsteln und W. Jaoobs- 
2. Auflage. Mit 261 Textfig^en. [XII u. 596 S.j 1907. n. JL 12. — 
b Angewandte Elementar -Mathebiatik. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellsteln 
■d R. H. Weber (Rostock). Mit 368 Textfiguren. [XHI o. 666 S.] 1907. u.JCXi . — 

' Das Werk verfolgt das Ziel, den künftigen Lehrer auf einen wissen- 
. «iwftlichen Standpunkt zu stellen, von dem aus er imstande ist, das, was er 
»ätcr zu lehren hat, tiefer zu erkennen und zu erfassen und damit den Wert 
neser Lehren für die allgemeine Geistesbildung zu erhöhen. — Das Ziel dieser 
k.rbeit ist nicht in der Vergrößerung des Umfanges der Klementar-Mathematik 
•u ersehen oder in der Einkleidung höherer Probleme in ein elementares 
jewaud, sondern in einer strengen Begründung und leicht faßlichen Darlegung 
ler Elemente. Das Werk ist nicht sowohl für den Schüler selbst als füi' den 
Lehrer und Studierenden bestimmt, die neben jenen fundamentalen Botrach- 
iungen auch eine für den praktischen Gebrauch nützliche, wohlgeordnete Zu- 
|l6tnmcustellung der wichtigsten Algorithmen und Probleme darin finden werden. 

„...Zwei Momente mflMen hervorgehoben werden, die dem Buche daeGcpr&gv verleihen. 
l>e« eine liegt darin, dafi die grundlegenden Fragen der Geometrie eine eingehende Behandlung 
nrfahren, in einem Umfange, wie er in ansammenfasaenden Werken eonat nicht anxutreflfen iit. ... 
i)aa zweite Moment tat in dem Umstande au erblicken, daB die Verfaaaer es nicht darauf angelegt 
heben, eine pragmatische Vorführung des Üblichen Vorräte au geometriacheii Sitaen, Konstruk- 
tionen und Bechuiingen au geben, sondern daß es ihnen mehr darum au tun war, an aut- 
?e^YehUem Material die wissensohaftUchen Methoden der Geometrie aur Geltung au bringen und 
^'tliorall auf die Grundfragen elnzugebon. lat ao die theoretische Seite, namentlich in einigen 
Abschnitten, stark anm Ausdruck gekommen, so ist doch auch auf die praktischen Bedürfniaso 
)Küeksicht genommen, die froUloh erst mit dem dritten Bande ihre endgültige Befriedigung finden 
“ollen; doch ist dafür an verschiedenen Stellen, so in der Trigonometrie und in der analytischen 
Geometrie schon vorgearboitet worden. ... So darf der Inhalt dos sweiten Bandes der „Kn- 
prklopAdio der Klemeutar-Mathematlk^ als ein sehr reichhaltiger bezeichnet werden, der Uber di« 
Urenzeii desaen, was an der Schule geboten werden kann, erheblich hinautfUhrt, der aber auch — 
lind das ist noch wichtiger und offenkundig der Hauptzweck des Werkes — eine Vertiefung des 
^eometritchen Wissens vermittelt Jüngere Lehrer der Mathematik werden das Buch gewiß oft 

J d mit Nutzen au Uate ziehen, namentlich wenn sie im Unterrichte au prinzipiell wichtigen 
agen kommen, um sich über die leitenden Gedanken au orientieren.** 

Eines verdient noch besonders hervorgeboben au werden; das ist'dle reiche Ausstattung 
t tchßnen, sehr instruktiv gezeichneten Figtu^n. Der schwierigen Vorstellung der verschiedenen 
>rm<Mt sphfi rischer Dreiecke kommen die stereographischen Bilder der EoleFschen, Möbius'schon 
d Study'schen Dreiecke sehr au statten.** (Zeitschrift fQr das Realschulwesen.) 

„ . . . DaB ein Uoohschullehrer von der Bedeutung de« Verfassers die Klomontar-Mathematik 
von höherer Warte ans behandelt und mustergültig danitellt, ist selbstverständlich. Jeder I#«hrer, Jeder 
Studierende muß das Werk, welches nicht nur in methodischer,sondorn snoh in systomatischer Hinsicht 
von Bedeutung und daher eine wichtige Krsohelnnng der elementaren mathematiachou 
Literatur ist, besitzen und studieren.** (Zoltsohrift fQr lateintose höhere Schulen.) 

„...Die Encyklopädie will kein Schulbuch im gowöhnlicbon Sinne des Wortes sein, ist 
aber aur Vorbereitung auf den Unterricht, namentlich in den oberen Klassen, den I/ohrem der 
. Mathematik dringend au ompfehlGu, welche die bezQgUoheii Orlglnalarbclteii nicht alle selbst 
studiert liabun, sich aber doch orientieren wollen, wie vom Standpunkte der modernen Wissen- 
schaft die Uegriffabildungen , Methoden und Entwicklungen der Elementar- Mathematik au gc- 
; italtsu alud.^ (C. Färber Im Archiv der Mathematik uad Physik.) 
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